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Introduction

Qu’est-ce qu'un systéme multicorps? Nous en avons tous déja vus autour
de nous, nous en avons méme utilisés. En réalité, nous en sommes nous-mémes,
un bel exemple.

Un vélo, une voiture, un camion, un hélicoptére, une grue, un moteur, un
robot, un satellite, le corps humain : tous sont des exemples de systémes mul-
ticorps. On les appelle également des systémes mécaniques articulés.

Un systéme multicorps! est un systéme composé de plusieurs parties rigides
ou flexibles, appelées des corps, qui sont reliés entre eux par des articulations.

On distingue souvent ces systémes selon leur structure. Celle-ci peut étre de
type arborescente ou ouverte, lorsque sa topologie peut étre représentée par un
arbre, ou bien de type bouclée ou fermée, lorsque le graphe topologique contient
des cycles. La figure 1 illustre les deux types de topologie, ouverte ou fermée.

(/

77 7 7777 77 7 T T 77
Structure arborescente Structure bouclée

F1¢. 1 — Structures arborescentes ou bouclées

A I'époque actuelle, de nombreuses applications impliquent I’étude de tels

len anglais : MultiBody System (MBS)
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systémes. Ceux-ci sont modélisés et analysés & ’aide d’ordinateurs pour en
comprendre et pour en améliorer le fonctionnement ou méme pour mieux les
CONCEVOIT.

Dans le domaine du sport et de la compétition, on étudie les mouvements
des athlétes. Dans le domaine de ’automobile et des transports, on recherche
continuellement & améliorer les performances, le confort et la sécurité des voi-
tures, des camions et des trains. Dans le domaine aéronautique, les dispositifs de
controle des avions et des hélicoptéres sont constitués de mécanismes complexes
dont le comportement dynamique est étudié pour en garantir le fonctionnement
correct et performant.

Dans l’espace, des bras robotiques sont utilisés par les astronautes pour
extraire les satellites de la navette ou pour ’assemblage et la construction de la
station spatiale internationale. A quelques centaines de millions de kilométres
de la terre, les robots mobiles d’exploration Sojourner, Spirit et Opportunity,
sont tour & tour partis a la découverte du sol martien.

Quel que soit le domaine d’application, I’étude de ces systémes repose entre
autres choses sur I'utilisation d’équations qui en décrivent le comportement.

Nous avons tous été confrontés a des équations au cours de nos études :
y=ax+b F=ma, U=RI, E=mc? etc. Quels que soient les domaines
desquels ces équations proviennent, il s’agit toujours d’expressions écrites a
laide de symboles qui représentent des opérations arithmétiques +, X, —, / ou
autres, ainsi que des variables x,y, ... ou des paramétres a, b, m, . ... Nous nous
souvenons tous avoir du écrire et méme parfois résoudre de telles équations, a
la main, avec un stylo et du papier.

Nous nous souvenons également que cela devenait fastidieux et difficile
lorsque le probléme était compliqué et qu’il n’y avait plus, une seule mais,
plusieurs équations & traiter. Heureusement, pour ces situations difficiles qui
correspondent bien souvent aux applications réelles, nous disposons actuelle-
ment des ordinateurs. Ces machines a calculer extraordinaires sont bien utiles
aux ingénieurs pour les aider & évaluer et & résoudre les équations lorsqu’elles
sont nombreuses et compliquées.

Mais pour qu’ils exécutent un travail de calcul, les ordinateurs ont besoin
d’instructions, de programmes. Naturellement, il y a plusieurs possibilités pour
donner ces instructions & un ordinateur. L’une de ces possibilités est précisément
d’écrire ces instructions sous la méme forme que les équations que nous écrivons
4 la main. Dans ce cas, il est donc nécessaire d’écrire ces équations, ce qui
constitue un travail fastidieux, comme nous ’avons déja dit. L’idée intéressante
est alors d’utiliser I’ordinateur pour écrire les équations. Cette premiére phase
d’écriture des équations par l'ordinateur, sous la méme forme symbolique que
nous connaissons, s’appelle la génération symbolique.

Une fois ces équations générées, 'ordinateur va ensuite pouvoir les utiliser
pour effectuer les calculs requis, par exemple pour I’étude du mouvement d’un
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systéme multicorps, puisque c’est le domaine qui nous intéresse. Lorsque le
systéme devient complexe ou de grande taille, le nombre d’équations augmente,
et le temps nécessaire pour exécuter les calculs également. Une solution pour
réduire le temps de calcul consiste alors & utiliser plusieurs ordinateurs ou bien,
un ordinateur qui contient plusieurs processeurs.

Un nouveau probléme surgit alors : celui de la répartition du travail. Cer-
taines régles classiques du travail en groupe sont d’application ici : efficacité
de I’équipe sera meilleure si chacun peut effectuer sa partie du travail sans
avoir besoin des autres, ou alors avec un minimum d’interactions. En ce qui
nous concerne, il s’agit donc de séparer ’ensemble des équations & calculer et
de constituer des sous ensembles suffisamment indépendants afin qu’ils puissent
étre exécutés efficacement par les différents processeurs utilisés. Cette phase de
division et de répartition des équations s’appelle la parallélisation.

Apreés ces quelques explications qui nous permettent de mieux comprendre
le titre de ce travail, nous vous proposons de découvrir le domaine dans lequel
ce travail s’inscrit, & savoir, la modélisation et ’étude de la dynamique des
systémes multicorps.

Etat de l’art

L’étude des systémes multicorps n’est pas une discipline nouvelle. Elle date
en fait du 17¢siécle, époque a laquelle vivait Isaac Newton. Euler, d’Alembert
et Lagrange y ont grandement contribué au 18°siécle. Mais, c’est avec 'avéne-
ment de la robotique et de 'informatique & la fin du 20°siécle que ’étude de
la dynamique des systémes multicorps a réellement pris son essor et est deve-
nue une discipline & part entiére dans le domaine de la mécanique. Un apercu
historique complet de cette discipline est dressé par W. Schiehlen dans [1].

Nous présentons ici les éléments relatifs & I’étude des systémes articulés qui
nous semblent les plus importants pour expliquer ensuite les objectifs de notre
travail.

Modélisation des systémes multicorps

Dans toute démarche de modélisation de systéme, I’objectif de I'ingénieur
est d’obtenir des équations qui représentent le comportement du systéme étudié.
Afin d’écrire ces équations, il est tout d’abord nécessaire de se donner un jeu de
variables qui permet de décrire la configuration, ou I’état, du systéme : ce sont
les coordonnées généralisées. Différents choix de coordonnées sont possibles. Se-
lon les coordonnées choisies, 'ingénieur peut alors utiliser différentes méthodes,
ou formalismes pour écrire les équations permettant d’étudier le comportement
du systéme. Dans le cas des systémes multicorps, ces équations concernent les
mouvements des corps qui sont soumis aux lois de la mécanique rationnelle.
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On distingue deux problémes classiques dans 'analyse dynamique des sys-

témes multicorps :

e Le probléeme dynamique inverse consiste a déterminer les efforts @ a trans-
mettre par les articulations du systéme afin que celui-ci évolue selon une
trajectoire prescrite par les valeurs ¢ des coordonnées généralisées ainsi
que par les valeurs de leurs dérivées premiéres ¢ et secondes §.

On peut 'exprimer par ’équation globale suivante :

Q= Q(q,4,4) (1)

e Le probléme dynamique direct consiste & déterminer les accélérations gé-
néralisées ¢ lorsque le systéme est soumis aux forces articulaires ) dans
une configuration connue en terme de valeurs des coordonnées généralisées
q et de leur dérivée premiére q.

On peut 'exprimer par ’équation globale suivante :

G=4q(q,4,Q) (2)

Typiquement, la dynamique inverse concerne le contréle de robot et la dy-
namique directe concerne la simulation des systémes multicorps, quels qu’ils
soient.

Les accélérations généralisées ¢ et les forces articulaires @ dépendent li-
néairement les unes des autres. Cette dépendance est exprimée par la relation
suivante qui correspond aux équations du mouvement du systéme

A{(Q)(j"_C(QaQaFemtvLext:g) = Q (3)

ou
e M(q) représente la matrice de masse généralisée du systéme,
e ¢(q,q, Fext, Lext, g) regroupe les termes gyroscopique, de Coriolis, de gra-
vité, et les forces et couples extérieures appliquées sur les corps, ainsi que
la gravité g,
Dans la plupart des cas, les équations du mouvement sont accompagnées d’un
ensemble d’équations supplémentaires qui expriment des relations entre les co-
ordonnées généralisées. Ce sont des équations de contraintes. Le nombre et la
nature des équations de contraintes dépendent essentiellement du choix des co-
ordonnées, de la structure du systéme et des conditions auxquelles le systéme
est soumis. Ces équations de contraintes? sont algébriques et généralement non-
linéaires. On les écrit souvent sous la forme implicite suivante :

hg) =0 (4)

20n considére dans ce travail que les contraintes sont scléronomes, c’est & dire qu’elles ne
dépendent pas explicitement du temps. On considére simplement que h(q,t) = h(q, q(t))
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L’ensemble des équations nécessaires a 1’é¢tude du mouvement d’un systéme
multicorps soumis & des contraintes est alors le suivant :

M(Q)q'"’—c(%(LFemeemt-,g) = Q+J(Q)T)\ (5)
h(g) = 0 (6)

oil J(q) = Oh(q)/dq est la matrice Jacobienne associée aux contraintes et A est
le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

La présence simultanée d’équations différentielles et algébriques pose une
difficulté. En effet leur intégration numeérique nécessite I'utilisation de méthodes
particuliéres. Il est toutefois possible de les transformer en équations purement
différentielles. En pratique les dérivées premiéres et secondes des équations de
contraintes

ha,q4) = J(a)q (7)

ha,d,§) = J(@)i+Jq (8)

jouent un réle important pour 1’élaboration de ces formulations purement dif-
férentielles.

Nous présentons dans les paragraphes qui suivent les différentes options les
plus classiques en ce qui concerne :

1. le choix des coordonnées pour représenter la configuration d’un systéme
multicorps,

2. les formalismes utilisés pour obtenir les équations du mouvement du sys-
téme,
3. les méthodes de traitements des équations de contraintes,

4. les différentes formulations des équations du mouvement en vue de leur
utilisation pour ’analyse numérique du comportement du systéme.

Coordonnées

Le choix des coordonnées a une influence directe sur le type de formalisme
utilisable et le nombre d’équations obtenues pour la modélisation mathématique
d’un systéme multicorps. 1l existe de différents types de coordonnées dont les
plus connues sont les suivantes.

Coordonnées relatives Egalement appelées coordonnées articulaires, elle
représentent les débattements angulaires ou linéaires dans les articulations qui
relient les corps du systéme (ex. :[2]).

L’utilisation des coordonnées relatives permet d’exploiter explicitement et
avantageusement la topologie du systéme pour un calcul récursif des grandeurs
cinématiques et dynamiques.
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Dans le cas des systémes & topologie ouverte, c’est-a-dire les systémes ayant
une structure linéaire ou arborescente, le jeu de coordonnées est minimal. Le
nombre de coordonnées correspond exactement, au nombre de degrés de liberté
du systéme. Aucune équation de contrainte ne doit étre ajoutée aux équations
du mouvement du systéme et toutes les coordonnées sont donc indépendantes.
Elles conduisent & un jeu d’équations purement différentielles.

Cet avantage est toutefois limité aux systémes simples car en pratique la plu-
part des systémes réels sont, complexes et ont une topologie fermée, c’est-a-dire
que leur structure contient des boucles cinématiques qui vont nécessiter 1’écri-
ture d’équations de contraintes algébriques supplémentaires pour exprimer des
conditions de fermeture de ces boucles. On obtient alors des équations différen-
tielles et algébriques, qui pourront étre traitées telles quelles, ou transformées
en équations différentielles ordinaires avant leur utilisation.

Toutefois, le choix des coordonnées relatives assure toujours un jeu de co-
ordonnées et d’équations minimal par rapport aux autres type de coordonnées.

Coordonnées indirectes Ces coordonnées ont été introduites dans [3] et
peuvent étre considérées comme un sous-groupe des coordonnées relatives. Pour
des systémes qui présentent certaines séquences particuliéres d’articulations
telles que :

1. une succession® d’articulations rotoides dont les axes sont paralléles,
2. une succession? d’articulations prismatiques dont les axes sont paralléles,
3. une articulation sphérique,

il est possible d’obtenir un jeu d’équations significativement plus compact en
utilisant des coordonnées indirectes au lieu des coordonnées relatives. Les co-
ordonnées indirectes correspondent alors & des combinaisons des coordonnées
relatives dans les deux premiers cas. L’utilisation de coordonnées indirectes né-
cessite I'utilisation d’une double arborescence pour traiter séparément le calcul
récursif des translations et des rotations des corps. Elles ont été étudiées dans
[4] et [5] et sont utilisées dans le logiciel DYNAFLEX [6].

Coordonnées absolues Les coordonnées absolues [7, 8] expriment les po-
sitions et orientations des corps par rapport & un repére de référence unique.
Six coordonnées, trois pour les translations et trois® pour les rotations, sont
utilisées pour décrire la configuration individuelle de chaque corps du systéme.
Le nombre de coordonnées est alors bien souvent trés supérieur au nombre de
degrés de liberté du systéme.

3
4

éventuellement entre coupée d’articulations prismatiques d’axes quelconques
éventuellement entre coupée d’articulations prismatiques d’axes quelconques ou d’arti-
culations rotoides de méme axe

5ou quatre dans le cas des paramétres d’Euler ou Quaternions
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Elles ont ’avantage de rendre l’écriture des équations du mouvement des
corps trés directe et trés facile. De plus, la matrice de masse globale du systéme
est constante et (bloc) diagonale, et les équations du mouvement des corps sont
trés simples et peuvent étre calculées indépendamment pour chaque corps.

En revanche, les restrictions imposées par les articulations au niveau des
mouvements relatifs des corps les uns par rapport aux autres, nécessitent ’écri-
ture d’équations de contraintes relativement complexes. De une a cing équations
de contraintes sont nécessaires selon le type d’articulation, ce qui compense lar-
gement la simplicité des équations du mouvement.

Ainsi, que le systéme soit arborescent ou contienne des boucles cinéma-
tiques, on obtient systématiquement un jeu d’équations différentielles et algé-
briques. Le nombre d’équations est alors bien plus grand que dans le cas de
l'utilisation de coordonnées relatives.

Coordonnées naturelles L’utilisation des coordonnées naturelles [9, 10] im-
plique la représentation des corps du systéme par un ensemble de masses ponc-
tuelles reproduisant les caractéristiques dynamiques du corps. Ceci implique
une disposition particuliére de ces points et une distribution adéquate de la
masse du corps original sur chaque point.

Un avantage essentiel de cette méthode est qu’elle ne fait intervenir que
des coordonnées cartésiennes absolues. Ceci implique une matrice de masse
diagonale et constante, et donc, des équations du mouvement extrémement
simples.

Les positions relatives des points qui représentent un corps rigide sont im-
posées A I'aide d’équations de contraintes. Ces équations expriment essentielle-
ment la conservation des distances entre les différentes masses ponctuelles qui
correspondent & un méme corps rigide.

Les mouvements relatifs des corps, imposés par les articulations, sont éga-
lement exprimés a 'aide d’équations de contraintes. Toutefois, il n’est pas tou-
jours nécessaire d’écrire autant d’équations de contraintes que dans le cas de
Putilisation des coordonnées absolues, et ceci en placant judicieusement cer-
tains points sur les axes des articulations. Par exemple, dans le cas de deux
corps reliés par une articulation sphérique, en utilisant pour les deux corps, un
seul et méme point situé au centre de l'articulation, il ne sera pas nécessaire
d’écrire une seule équation de contrainte pour cette articulation.

Un second avantage de cette méthode est que les équations de contraintes
sont quadratiques en les coordonnées et donc la Jacobienne des contraintes est
linéaire, ce qui favorise le traitement numérique de ces contraintes.

L’utilisation des coordonnées naturelles permet d’obtenir des modéles qui
offrent d’excellentes performances en simulation, parfois supérieures a celles
des modéles qui utilisent des coordonnées relatives, dans le cas de systémes
de petite taille [10, 11]. Elles offrent également une plus grande robustesse
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pour faire face a certaines configurations singuliéres que peuvent adopter des
mécanismes particuliers [10].

Toutefois, comme pour le choix des coordonnées absolues, on doit gérer
un grand nombre de variables et d’équations différentielles et algébriques, un
nombre largement supérieur au nombre de degrés de liberté du systéme. Ce qui
améne les adeptes de ces coordonnées a se poser la question de leur intérét pour
la modélisation de systémes réels de grande taille tels que ceux rencontrés dans
les applications industrielles [10].

Remarque En pratique, il est assez difficile de défendre un choix de coor-
données face a tous les types d’applications envisageables. Etant donnés les
avantages et les inconvénients de chaque type de coordonnées, il est souvent
plus efficace d’utiliser un ensemble mixte, combinant & la fois des coordon-
nées relatives et des coordonnées absolues. Ceci permet alors de bénéficier des
avantages de chacune tout en compensant les inconvénients respectifs.

Formalismes

Dans le cas de 'utilisation de coordonnées absolues, I’écriture des équations
du mouvement du systéme multicorps ne repose pas i proprement parler sur
P'utilisation d’un formalisme particulier. Les équations de Newton (9) et d’Euler
(10) peuvent étre écrites directement pour chaque corps.

mRY =F 9)
I w+@.1 w=1Y (10)
avec
e R est laccélération absolue du centre de masse du corps,
e m est la masse du corps,
e F est la résultante des forces appliquées sur le corps,
o IC est le tenseur d’inertie du corps, par rapport & son centre de masse,
e w est le vecteur vitesse angulaire du corps,
o LC est la résultante des moments des forces appliquées sur le corps, par

rapport a son centre de masse.

L’utilisation des coordonnées naturelles simplifie encore plus cette étape
car il est évidemment inutile d’écrire les équations d’Euler pour un systéme de
masses ponctuelles.

Lorsque les coordonnées relatives sont utilisées, diverses approches sont en-
visageables pour obtenir les équations du mouvement. Les plus connues sont,

e la méthode de Lagrange,

e le Principe des Travaux Virtuels ou le Principe des Puissances Potentielles

e et les méthodes dites "récursives".
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La méthode de Lagrange est connue pour étre sous optimale, en terme de
nombre d’opérations, pour la génération des équations du mouvement des sys-
témes que ’on rencontre en réalité, hors du cadre des exemples académiques.
Les méthodes variationnelles telles que les Travaux Virtuels ou les Puissances
Potentielles ne sont efficaces que si elles se basent sur une approche récursive.
Dans le cas contraire, elles conduisent & un nombre d’opérations bien supérieur
a ce que 'on peut obtenir par les méthodes récursives [12, 13].

Depuis plus de vingt ans, les formalismes récursifs basés sur les équations
de Newton-Euler ont fait I'objet de diverses recherches visant & réduire leur
complexité algorithmique [14]. Initialement développés dans le domaine de la
robotique [15], ils ont progressivement été étendus de maniére a étre utilisables
pour I’étude des systémes multicorps a topologie arborescente et puis bouclée.

Actuellement, trois types d’algorithmes de génération des équations du mou-
vement, se distinguent. Nous les présentons briévement dans les paragraphes qui
suivent. Pour de plus amples détails nous suggérons au lecteur de consulter les
quelques références proposeées.

L’algorithme récursif de Newton-Euler Cette méthode® a été développée
a Dorigine pour obtenir la dynamique inverse (1) de robots manipulateurs séries
[15], et ceci avec une complexité algorithmique O(N).

On montre dans [16] qu’il est possible d’obtenir la dynamique directe en ap-
pliquant 'algorithme récursif plusieurs fois en bloquant toutes les articulations
du systéme, sauf une. Le procédure est ainsi répétée pour chaque articulation
et permet d’obtenir les coefficients de la matrice de masse du systéme (3). La
complexité de la procédure est alors de O(N?). Cette matrice de masse ex-
prime la dépendance linéaire des forces généralisées articulaires par rapport
aux accélérations articulaires.

L’algorithme récursif de Newton Euler est basé sur un double parcours ré-

cursif de la topologie du systéme”.

1. Lors d’un premier parcours direct, partant de la base vers les extrémités,
on exprime de facon récursive la cinématique de chaque corps, ¢’est-a-dire
sa, position, son orientation, ses vitesses linéaire et angulaire etc.,

2. Lors d’un second parcours, inverse, repartant des extrémités vers la base,
on calcule successivement les forces généralisées présentes dans les arti-
culations ainsi que les termes de la matrice de masse du systéme.

Cet algorithme est présenté en détail dans [17, 12, 13] et est également
reproduit dans ce travail 4 la section 1.3.1.

Si lextraction de la matrice de masse est d’une complexité algorithmique
en O(N?), le calcul explicite des accélérations articulaires par résolution directe

Sen anglais : Composite Inertia Method ou Composite Rigid Body Algorithm CRBA

Ton considére ici que la topologie est arborescente
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du systéme d’équations du mouvement, linéaires en les accélérations, est d’une
complexité algorithmique en O(N?) [18].

Toutefois, cette méthode est toujours plus efficace que la méthode de La-
grange [16, 12, 13].

L’utilisation d’un jeu minimal de paramétres barycentriques [19, 20| per-
met de réduire le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul des forces
articulaires ou des termes de la matrice de masse, sans toutefois diminuer la
complexité algorithmique en O(N?). Cette formulation Newton-Euler avec pa-
rameétres barycentriques a été utilisée avantageusement pour des applications
ou l'identification dynamique est nécessaire pour ’évaluation des paramétres
dynamiques du systéme [21].

Algorithmes récursifs O(N) La complexité de Dalgorithme récursif de
Newton-Euler pose un probléme pour la modélisation des systémes qui contien-
nent un grand nombre de corps en série. Cet algorithme a été étudié et modi-
fié afin de réduire sa complexité. Des algorithmes® de calcul des accélérations
dont la complexité est O(N) ont été développés [22, 23] initialement pour les
systémes & topologie linéaire, puis pour les systémes & topologie arborescente
[24, 25, 26] et finalement pour les systémes contenant des boucles cinématiques
[27, 28]°.

Ils permettent d’éviter de calculer explicitement la matrice de masse du
systéme et de résoudre un systéme d’équations linéaires pour obtenir les valeurs
des accélérations généralisées.

Le calcul des accélérations avec une complexité en O(N) implique un triple
parcours récursif de la topologie du systéme :

1. un parcours direct de la base vers les extrémités pour le calcul récursif de
la cinématique absolue des corps,

2. un parcours inverse des extrémités vers la base pour le calcul de forces et
de matrices d’inerties partielles,

3. un dernier parcours direct pour le calcul des accélérations généralisées
associées aux articulations.

On trouvera un présentation du principe dans [14] et le développement
détaillé de ’algorithme appliqué aux structures arborescentes et bouclées dans
[12] et [28].

Lorsque le systéme contient, plus d’une dizaine de corps en série, ce forma-
lisme dont la complexité est linéaire, devient plus attractif que le formalisme
récursif classique en O(N?). Toutefois le nombre total de corps du systéme a
partir duquel le formalisme O(N) devient plus intéressant dépend de efficacité
de I'implémentation du formalisme et de la topologie du systéme. On montre

8en anglais : Articulated Inertia Method ou Articulated Body Algorithm ABA
90n notera toutefois que le traitement des équations de contraintes entraine généralement
un surcofit O(m3), ott m est le nombre de contraintes
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dans [17] et [12] que le nombre pivot se situe entre 12 et 30, selon la topologie li-
néaire ou arborescente du systéme. L’utilisation des paramétres barycentriques
dans le formalisme Newton Euler récursif repousse également ce nombre pivot
vers des valeurs supérieures [21].

Formalismes O(N) adaptés au calcul paralléle Bien que les algorithmes
O(N) classiques offrent les meilleures performances pour la génération et le
calcul du modéle dynamique direct utilisé pour la simulation des systémes mul-
ticorps de grande taille, ils présentent l'inconvénient majeur de ne pas étre
parallélisables. En effet, ’algorithme récursif est essentiellement séquentiel, ce
qui ne permet pas de profiter de plusieurs processeurs pour en accélérer 1’exécu-
tion. Ceci constitue un obstacle & I’étude de systémes contenant des centaines
voire des milliers de corps en série. Si ce genre de systéme n’est pas commun
dans le domaine des mécanismes, c’est en revanche habituel dans un domaine
tel que 'étude de la dynamique moléculaire [29)].

Diverses méthodes ont été élaborées depuis une quinzaine d’années. Elles
sont présentées et utilisées sous le nom anglais de Velocity Transformation Me-
thod [30, 31, 9, 10, 11] ou encore de Constraint Force Algorithm [32, 33, 34, 29,
35].

Elles sont utilisées avantageusement pour la simulation de systémes mul-
ticorps classiques dans [10, 11, 33, 34] et pour I’étude de la dynamique de
molécules de polyméres de polyéthyléne dans [29)].

Le principe général & la base de 1’élaboration de ces méthodes est présenté
dans [14] sous le nom de Global Analysis Technique.

Ces méthodes combinent les avantages de 'utilisation des coordonnées re-
latives et absolues. Elles tirent avantage d’une représentation topologique ar-
borescente

e pour obtenir un jeu minimal de coordonnées relatives indépendantes qui
représentent la configuration du systéme de facon univoque,

e pour éviter 'écriture et surtout le traitement de contraintes exprimant
les restrictions de mouvements relatifs imposées aux corps par les articu-
lations.

Paradoxalement, le calcul explicite des forces de contraintes constitue un élé-
ment clé de ces méthodes [34], alors qu’on évite soigneusement de les calculer
explicitement lorsqu’elles ne sont pas nécessaires'®, dans les approches récur-
sives classiques.

Les vitesses et accélérations absolues des corps sont exprimées en fonction
des dérivées premiéres et secondes des coordonnées relatives en utilisant des
matrices de transformation. Les forces appliquées sur les corps sont décompo-
sées en forces articulaires et forces de contraintes. Les équations du mouvement
sont alors écrites pour chaque corps en bénéficiant des avantages de la formula-

10par exemple, si on ne désire pas étudier la résistance de la structure du systéme
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tion basée sur les coordonnées absolues, & savoir le caractére creux et constant
de la matrice de masse.

Le caractére creux des matrices de masse et de transformation des vitesses,
ainsi qu’une factorisation originale de I'inverse de la matrice de masse sur base
des matrices de transformation, permettent de résoudre facilement les équa-
tions du mouvement et conférent a ces méthodes une complexité O(N) et un
haut degré de parallélisme, ce qui permet également de réduire sa complexité
a O(logN) en utilisant O(N) processeurs [14, 34, 29].

Ces caractéristiques en font des méthodes idéales pour la modélisation et
I’analyse de systémes de (trés) grande taille lorsqu’on dispose d’un environne-
ment de calcul (massivement) paralléle [34, 36].

On notera toutefois que ces méthodes sont moins performantes que ’algo-
rithme O(N) récursif, dans un contexte de calcul séquentiel [34].

Traitement des contraintes

Les équations de contraintes qui accompagnent les équations du mouvement
peuvent avoir différentes origines, dont les plus communes sont les suivantes :

1. Le mouvement de certaines articulations est imposé. L’évolution tempo-
relle des valeurs des coordonnées associées a ces articulations, ainsi que les
valeurs de leurs dérivées premiéres et secondes, sont alors prescrites par
des fonctions du temps. Ces équations de contraintes sont généralement
explicites et indépendantes ce qui rend leur résolution triviale.

2. Les coordonnées choisies ne prennent pas en compte (toutes) les limita-
tions des mouvements relatifs, imposées aux corps par les articulations
qui les relient. C’est typiquement le cas lors de l'utilisation de coordon-
nées absolues ou bien lorsque la structure du systéme contient des boucles
cinématiques. Dans ce cas, les équations de contraintes sont la plupart du
temps formulées de facon implicite et font intervenir plusieurs coordon-
nées dans une relation non-linéaire qui exprime une condition géométrique
de fermeture.

3. Le comportement d’une partie du systéme est prescrite par des relations
particuliéres. Ce dernier cas se produit lorsque 'utilisateur ne désire pas
- ou ne peut pas - modéliser une partie du systéme a 1’aide de corps et
d’articulations, mais préfére fournir directement des équations décrivant le
comportement de cette partie. Cette procédure est parfois utilisée pour la
modélisation du contact roue-rail en dynamique des véhicules ferroviaires,
par exemple [12]. Le cas des contraintes non-holonomes en est un cas
particulier auquel nous ne nous sommes pas intéressé dans ce travail.

Les équations de contraintes constituent donc généralement un systéme
d’équations algébriques non-linéaires qui restreint ’espace des valeurs possibles
pour les coordonnées généralisées.



INTRODUCTION 21

Diverses solutions peuvent étre utilisées pour prendre en compte les condi-
tions imposées par ces équations de contraintes.

1. La plus directe consiste a les résoudre explicitement, ainsi que leurs déri-
vées premiéres et secondes. Ainsi on détermine dans une premiére étape,
les valeurs correctes des coordonnées généralisées & utiliser pour I’évalua-
tion des équations du mouvement du systéme, dans une seconde étape.
Cette procédure est la plus rigoureuse mais n’est toutefois pas la plus uti-
lisée en raison du nombre d’opérations supplémentaires qu’elle implique.
Cette approche peut conduire & reformuler les équations du mouvement
sous une forme réduite, en se basant sur un jeu de coordonnées indépen-
dantes, choisies en utilisant par exemple la technique du partitionnement
des coordonnées [37].

2. La résolution explicite des seules dérivées secondes des équations de con-
traintes, conjointement aux équations du mouvement, permet de calculer
les valeurs des dérivées secondes des coordonnées généralisées. Une double
intégration des accélérations généralisées fournit alors des valeurs des co-
ordonnées et des vitesses généralisées. Toutefois, I’accumulation possible
d’erreur au niveau de l'intégration numérique peut entrainer une diver-
gence des valeurs telles que les conditions imposées par les équations de
contraintes ne soient plus satisfaites. Il convient alors de surveiller I’évo-
lution des valeurs obtenues et d’éventuellement mettre en oeuvre une
procédure de stabilisation [38] pour éviter la divergence. Cette approche
peut conduire & une formulation réduite ou augmentée des équations du
mouvement.

3. Les équations de contraintes peuvent également étre intégrées directe-
ment et conjointement aux équations du mouvement. Elles ne sont alors
pas résolues explicitement au niveau du modéle, mais implicitement par la
méthode d’intégration. Le traitement direct de I’ensemble des équations
différentielles du mouvement et algébriques de contraintes nécessite 1'uti-
lisation de méthode d’intégration particuliéres et adaptées au probléme
[39, 40, 41, 42, 43, 44]. Cette approche nécessite de reformuler I’'ensemble
des équations sous une forme implicite.

Hormis le cas des contraintes prescrivant la cinématique de certaines arti-
culations, la résolution explicite des équations de contraintes n’est pas triviale.

Bien entendu, leurs dérivées premiéres (7) et secondes (8) sont linéaires
en fonction, respectivement, des vitesses et des accélérations articulaires. Elles
peuvent donc étre résolues en utilisant, par exemple, des méthodes algébriques
directes si leur nombre n’est pas trop important.

Cependant, ce n’est pas le cas des équations de contraintes (6) qui ne sont
pas linéaires en fonction des coordonnées généralisées. De telles équations non-
linéaires n’ont pas toujours de solution analytique. Leur résolution implique
donc généralement de recourir 4 une méthode numérique. La plus utilisée est la
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méthode itérative de Newton-Raphson. Cette méthode nécessite que certaines
conditions soient remplies pour assurer sa bonne convergence.

Il faut que :

e les valeurs initiales des coordonnées soient assez proches de la solution,

e la Jacobienne des contraintes soit bien conditionnée.

Un bon partitionnement des coordonnées et 'intégration de ’ensemble des
dérivées des coordonnées généralisées constitue une bonne assurance que ces
conditions soient remplies lors de la simulation d’un systéme multicorps.

Néanmoins, pour les études purement cinématiques, il est parfois assez dif-
ficile d’obtenir un jeu de valeurs initiales satisfaisantes, ce qui constitue alors
un handicap pour l'utilisation de la méthode itérative de Newton-Raphson.

Toutefois, trés souvent, lorsque des coordonnées relatives sont utilisées pour
décrire la configuration du systéme, les équations de contraintes proviennent
essentiellement de la présence de boucles cinématiques. Ces contraintes ex-
priment alors des conditions géométriques de fermeture de ces boucles. Des
considérations géométriques, basées sur la nature et la disposition des articula-
tions au sein des boucles, peuvent étre faites de maniére a obtenir des solutions
analytiques & ces équations de contraintes relatives aux boucles cinématiques
[45, 46, 47]. Cette méthode constitue la solution la plus performante pour le
traitement et la résolution des équations de contraintes provenant des boucles
cinématiques.

Formulations

Nous avons vu ci-dessus que le comportement d’un systéme multicorps sou-
mis & des contraintes est régi par les n équations du mouvement (5) et les m
équations de contraintes (6). Dans ces équations, on dénombre 1+ m inconnues
a savoir les n accélérations généralisées ¢ et les m multiplicateurs de Lagrange
A

On peut alors formuler un systéme de n+m équations permettant de calculer
les n + m inconnues. Cette premiére approche conduit

o s0it & intégrer directement les équations (5) et (6) a I’aide d’une méthode
d’intégration numérique appropriée au traitement d’un systéme d’équa-
tions différentielles et algébriques,

e soit & générer une formulation augmentée'!, qui permet I'intégration nu-
mérique a I'aide de méthodes classiques pour équations différentielles or-
dinaires.

Toutefois, nous savons que les m équations de contraintes constituent des
relations entre les n coordonnées généralisées. En supposant que ces m relations
sont indépendantes, on peut en déduire que le nombre f de degrés de liberté
du systéme est f =n —m.

en anglais : "Descriptor form"
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Il est donc possible d’utiliser un jeu minimal de n — m coordonnées, pour
décrire la configuration du systéme et de formuler un systéme de n—m équations
pour calculer ces n — m coordonnées indépendantes. Cette seconde approche
conduit & générer une formulation réduite?.

Ces deux approches génériques peuvent conduire & un grand nombre de
formulations particuliéres. On trouve dans [9] plus de dix maniéres différentes
de formuler les équations du mouvement en vue de leur intégration numérique.

Les variations concernent en autre
l'utilisation d’un jeu de variables dépendantes ou indépendantes,

e le traitement des équations de contraintes,

e le calcul ou I’élimination des forces de contraintes,

e le caractére purement différentiel ou différentiel /algébrique du systéme

d’équations,

e le nombre d’équations présentes dans la formulation finale.

Hormis le cas de l'intégration directe du systéme différentiel - algébrique
défini par les équations (5) et (6), on peut classer les différentes formulations qui
produisent un systéme d’équations purement différentielles, en deux catégories.

Formulations Augmentées Afin de former un systéme de n + m équations
différentielles en les n + m inconnues que constitue ’ensemble des ¢ et des A,
on utilise les n équations du mouvement (5). Pour les m équations complémen-
taires, on n’utilise pas les équations de contraintes (6) elles-mémes, mais leurs
dérivées secondes (8) ou interviennent les inconnues §.

En posant ¢(¢, ) = J¢ on peut écrire les équations (8) comme ceci

h(q,4,4,t) = J(q)G + 9(q,4)

Le systéme de n + m équations différentielles peut alors étre formulé sous
la forme matricielle suivante :

(49 9 (1) =(eg ) o

La résolution de ce systéme d’équations permet de calculer ¢ et A. Cette
résolution'® peut devenir assez cotiteuse lorsque les nombres de coordonnées
utilisées et de contraintes sont élevés, en raison de la complexité O(N?) des
méthodes de résolution directe.

En posant y = (g) on peut alors exprimer le calcul des accélérations sous
la forme explicite y = f(y,t) et procéder & son intégration numérique a I'aide
d’une méthode classique.

Toutefois cette méthode conduit généralement & une accumulation d’erreurs
due au caractére naturellement instable des équations (8).

12en anglais : "State Space form"

13Celle-ci peut étre délicate car la matrice ( 1}]4 *[J)T ) peut ne pas étre réguliére
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Il est alors nécessaire de recourir & une méthode de stabilisation [38, 48]
ou de pénalité [49, 9, 11] pour éviter la divergence du processus d’intégration
numérique.

Formulations Réduites La formulation réduite consiste & constituer un sys-
téme de n — m équations qui permet de calculer n — m coordonnées indépen-
dantes correspondant au nombre de degrés de liberté du systéme.

Les n — m coordonnées indépendantes peuvent étre

1. un ensemble distinct de coordonnées z,
2. un sous ensemble des coordonnées généralisées.

Le premier cas peut se présenter lorsqu’on utilise des coordonnées absolues
ou naturelles pour la modélisation du systéme. Le jeu de coordonnées indé-
pendantes pourrait alors étre un ensemble de coordonnées articulaires. C’est
souvent le cas lors de l'utilisation des formalismes O(N) adaptés au calcul pa-
ralléle.

Daus le second cas, la technique du partitionnement des coordonnées [37, 50,
51] consiste & répartir les coordonnées généralisées g en deux sous ensembles :
d’une part n—m coordonnées indépendantes ¢, et d’autres part m coordonnées
dépendantes g, .

Le partitionnement peut étre effectué sur base de I’analyse numérique de la
matrice Jacobienne des contraintes, au moyen

e d’une triangularisation de Gauss avec pivotement partiel ou total,

e d’une factorisation QR,

o d’une décomposition en valeurs singuliéres (SVD).

La premiére solution est la plus souvent utilisée en raison de son coit calcul
réduit.

La procédure de réduction associée au partitionnement des coordonnées
consiste alors & exprimer les m accélérations dépendantes ¢, en fonction des
accélérations indépendantes §,, en utilisant les m équations (8) dérivées se-
condes des équations de contraintes.

On peut ensuite exprimer les m multiplicateurs de Lagrange A a 'aide des
m accélérations dépendantes ¢,, et les éliminer des équations du mouvement
(5). Lors de cette opération, on transforme les n équations du mouvement (5)
en un systéme de n — m équations réduites que nous pouvons écrire comme
cecl :

M, G+ F, =0 (12)

D’autres techniques de réduction équivalentes utilisent une matrice de pro-
jection qui est le complément orthogonal de la matrice Jacobienne des con-
traintes [52, 53, 9]. Ce complément orthogonal peut étre calculé par exemple,
en utilisant les méthodes de factorisation QR ou de décomposition en valeurs
singuliéres de la matrice Jacobienne des contraintes.
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Les n — m inconnues, que sont les accélérations indépendantes ¢, , peuvent
alors étre obtenues par résolution directe du systéme d’équations réduites .

La résolution du systéme d’équations (12) implique un nombre d’opérations
nettement moins élevé que dans le cas de la formulation augmentée (11) lorsque
le nombre m de contraintes est important. En effet la résolution d’un systéme
de N équations linéaires par une méthode directe est d’une complexité O(N3).
La différence entre le cott de résolution de la forme augmentée et de la forme
réduite est alors de O(m3 + n?) en faveur de la forme réduite.

En posant y = (gz), on peut a nouveau exprimer le calcul des accélérations
indépendantes G, sous la forme explicite y = f(y, t) et les intégrer a 'aide d’une
méthode numérique classique. Le probléme d’instabilité 1ié & 'intégration de
I’équation (8) ne se pose plus ici.

Les valeurs des coordonnées et des vitesses dépendantes peuvent étre ob-
tenues par intégration des vitesses et des accélérations dépendantes, respec-
tivement. Toutefois, pour une meilleure précision, leurs valeurs peuvent étre
obtenues par résolution des équations de contraintes (6) ainsi que leur dérivées
premiéres (7), ce qui implique alors un supplément de calculs d’autant plus
important que le nombre de contraintes est élevé.

Génération des modéles

Parmi les logiciels d’analyse de systéme multicorps, on peut distinguer deux
groupes selon 'approche symbolique ou numérique utilisée pour la génération
et le calcul des équations du mouvement. La figure 2 illustre le déroulement
des opérations d’analyse selon chaque approche. Les cadres en pointillés cor-
respondent & un processus d’analyse numérique typique, a savoir l'intégration
numérique des équations du mouvement du systéme.

Les programmes symboliques n’effectuent, a priori, aucun calculs numé-
riques. Ils ne manipulent pas des nombres, mais des symboles qui correspondent
aux coordonnées et aux paramétres du systémes, pour produire les expres-
sions analytiques des équations. Ces équations sont généralement exportées sous
forme de fichiers qui contiennent des routines de calcul écrites en un langage
de programmation standard tel que FORTRAN, C, etc. Ces routines peuvent
alors étre importées dans un environnement de calcul numérique pour étre éva-
luées dans le cadre de 'analyse numérique du systéme. Les logiciels symboliques
n’offrent pas nécessairement des possibilités de calcul numérique.

Les avantages principaux de ’approche symbolique sont :

e optimisation des expressions analytiques des équations grace aux mani-

pulations symboliques,

e grande vitesse d’évaluation des équations générées sous forme analytique.

e facilité d’utilisation des équations dans la plupart des environnements de

calcul numérique,
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Fic. 2 — Comparaison des approches symbolique et numérique

Les programmes numériques ne générent pas les expressions analytiques des
équations. Les algorithmes des formalismes sont directement appliqués aux va-
leurs des coordonnées et des paramétres du systéme pour calculer numérique-
ment les résultats des équations du mouvement. Les expressions analytiques
des équations n’existent donc pas au sein du programme numérique, ce que
nous illustrons par le cadre en trait discontinu sur la figure 2. En revanche,
les programmes numériques offrent toujours la possibilité d’effectuer directe-
ment les diverses analyses numériques cinématiques et dynamiques applicables
aux systémes multicorps. Toutefois, on notera que les équations sont régéné-
rées & chaque évaluation, ce qui prend plus de temps que l'exécution d’une
sous-routine qui implémente la forme analytique des équations.

Les avantages principaux de I’approche numérique sont :
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e adaptation aux changements de configuration qui peuvent survenir dans
le systéme,

e utilisation d’un seul logiciel pour la modélisation et ’analyse numérique
du systéme.

Exécution des modéles en paralléle

Depuis plus de quinze années, des chercheurs ont proposé des solutions pour
permettre de réduire le temps d’exécution des modéles de systémes multicorps.
Les objectifs sont récurrents et reflétent la volonté :

e d’étudier des systémes de plus en plus grands et complexes,

e d’atteindre des performances de simulation temps réel pour

— le développement de systémes de controle avanceé,
— la simulation en connexion avec le systéme réel ou I’étre humain,

e d’atteindre de performances de simulation meilleures que le temps réel
pour des traitements numériques gourmands en nombre de simulations
tels que I'optimisation.

Parmi les solutions habituelles, on envisage

e lutilisation de formalismes plus efficaces tels que les formalismes O(N),

e 'utilisation d’architectures de calcul paralléle,

e une combinaison optimale des deux premiéres solutions par le biais du
développement de formalismes modifiés, voire dédicacés aux architectures
paralléles utilisées.

Architectures Au début des années 1990, divers travaux [54, 55| relatent
I'utilisation de plusieurs transputers pour obtenir une architecture de calcul
paralléle. Un transputer est un microprocesseur particulier contenant une unité
de calcul en virgule flottante, de la mémoire et des dispositifs de communication,
permettant de communiquer avec d’autres microprocesseurs semblables inter
connectés en réseau.

Certains chercheurs [56, 33] ont congu des architectures dédicacées a partir
d’éléments de base, tels que des processeurs, des mémoires et des dispositifs
d’interconnexion.

L’avénement, a la fin des années 1990, des composants reconfigurables de
grande capacité tels que les FPGA ouvre des perspectives intéressantes au
développement de prototypes d’architectures paralléles [57, 58, 59].

D’autres développements [60, 61] se basent sur 'utilisation d’ordinateurs
paralléles classiques, souvent & mémoire partagée et équipés d’un nombre limité
de processeurs, pour I'exécution de modéles paralléles.

Les modéles paralléles sont alors obtenus en utilisant des formalismes récur-
sifs classiques modifiés pour obtenir une formulation paralléle adaptée & Par-
chitecture utilisée. Toutefois, avant [34], aucun formalisme n’était réellement
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dédicacé au calcul paralléle, ce qui n’empéchait pas d’obtenir une réduction du
temps de calcul des modéles en les distribuant sur plusieurs processeurs.

Le recours au calcul sur ordinateur paralléle est donc une solution évidente
[62, 63] pour la simulation des grands systémes. Dans la mesure ot les meilleurs
formalismes ont une complexité O(N), c’est la seule solution qui permette de
limiter 'augmentation du temps calcul nécessaire pour étudier des systémes
de plus en plus grands. Les plus grands systémes simulés actuellement sont les
molécules dont on simule la dynamique en utilisant un algorithme O(N) dédi-
cacé au calcul paralléle [29]. Cet algorithme permet d’atteindre une complexité
O(logN) en utilisant O(N) processeurs. Les ordinateurs massivement paralléles
contiennent actuellement plusieurs milliers de processeurs.

Parallélisme Afin de pouvoir exploiter une architecture de calcul paralléle
pour 'analyse d’un systéme, il est nécessaire de pouvoir mettre en évidence un
certain parallélisme au niveau du modeéle de celui-ci. Ce parallélisme peut avoir
différentes origines :

e le parallélisme algébrique,

e le parallélisme algorithmique,

e le parallélisme spatial ou topologique.

Le parallélisme algébrique correspond & la possibilité de décomposer une
opération algébrique en sous-groupes d’opérations arithmétiques. Par exemple,
le résultat du produit de deux matrices peut étre calculé élément par élément,
ou ligne par ligne. Ce type de parallélisme est généralement qualifié de parallé-
lisme & grain fin, lorsque la décomposition est poussée jusqu’a obtenir un grand
nombre de petits groupes d’opérations arithmétiques.

Le parallélisme algorithmique provient de la possibilité de séparer des opé-
rations indépendantes au niveau de l'implémentation de 1’algorithme. Tous les
algorithmes O(N) présentent un certain taux de parallélisme, mais seuls les
formalismes paralléles [34] présentent un taux de parallélisme croissant linéai-
rement avec la complexité du systéme. Les autres formalismes O(N) ne pré-
sentent qu’un taux de parallélisme constant, ce qui ne permet pas d’exploiter
un nombre croissant de processeurs lorsque la taille du systéme augmente.

Le parallélisme spatial ou topologique, provient de la structure du systéme.
Si le systéme présente différentes parties indépendantes, comme dans le cas des
branches d’une structure arborescente ou dans le cas d’un systéme composé de
sous-systémes, les calculs relatifs & ces différentes parties peuvent étre exécutées
indépendamment les unes des autres [64]. Dans la plupart des systémes multi-
corps classiques, ’augmentation de la taille est souvent due & une augmentation
des ramifications de la structure et donc on bénéficie d’'une augmentation du
parallélisme spatial.

Dans certains cas, on exploite méme le parallélisme au niveau de la méthode
d’intégration. Par exemple, dans [65], une méthode d’intégration implicite est
préconisée. Une telle méthode nécessite ’évaluation d’une matrice Jacobienne,
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qui est évaluée numériquement, colonne par colonne, en appelant autant de
fois que nécessaire le modéle du systéme, obtenu sous forme implicite. Chaque
colonnes de la Jacobienne est calculée en paralléle. Cette pratique contribue
grandement au rendement du calcul paralléle, bien que ce type de parallélisme
soit externe au modéle.

Parallélisation Afin de tirer profit des architecture paralléles pour la simula-
tion des systémes multicorps, il est nécessaire de distribuer le calcul du modéle
du systéme. Dans la littérature, on constate que dans la grande majorité des
applications o le calcul paralléle est envisagé, le modéle du systéme est obtenu
par 'approche numérique. C’est donc I'implémentation de ’algorithme de cal-
cul du modéle qui fait 'objet de la parallélisation. L’implémentation paralléle
de Ialgorithme de calcul est alors la plus souvent dépendante de I’architecture
visée et parfois méme du systéme lui-méme [60], ce qui permet alors d’obtenir
de trés bon résultats en terme d’efficacité paralléle. Dans [64], c’est le pro-
gramme dédicacé & la simulation d’un véhicule qui est parallélisé manuellement
sur base de modéles générés symboliquement pour différents sous systémes,
correspondant aux quatre quart d’une Jeep Iltis, en 'occurence.

Avant le développement de I'algorithme O(N) dédicacé au calcul parallele
[34, 35] pour lequel une méthode systématique de distribution des calculs a été
proposée [36], il n’y avait aucune procédure de parallélisation générique.

Les procédures de parallélisation des algorithmes qui ne sont pas dédicacés
au calcul paralléle, exploitent toujours plus ou moins le parallélisme algorith-
mique et le parallélisme spatial, mais sont toujours relativement limitées & une
classe de systémes.

Nous pouvons toutefois mentionner un exemple de parallélisation de modéles
générés par I’approche symbolique, dans lequel la procédure de parallélisation
est plus générique. Dans [54] les opérations arithmétiques du modéle d’un robot
manipulateur série sont analysées et classées selon leurs interdépendances. Elles
sont ensuite ordonnancées en vue d’étre regroupées et distribuées entre quelques
processeurs et une efficacité paralléle quasi maximale est atteinte en utilisant
un réseau de quatre transputers avec une interconnexion compléte.

Les logiciels d’analyse de systémes multicorps

Il existe & I’heure actuelle une multitude d’outils qui permettent d’étudier les
systémes multicorps. Nous n’envisageons pas d’en établir ici une liste exhaustive
mais nous citons les plus connus et quelques-unes de leurs caractéristiques,
celles-ci n’étant pas toujours trés accessibles.
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Les logiciels commerciaux

Les logiciels commerciaux ont tous en commun un environnement graphique
intégré permettant & la fois la modélisation graphique et la paramétrisation
des modéles, ’analyse numérique et I’exploitation des résultats sous forme de
graphes et d’animations 3D.

En général, ces logiciels se basent sur une approche numérique. Divers mo-
dules optionnels sont généralement disponibles afin d’offrir des fonctionnalités
complémentaires telles que
la modélisation de corps flexibles,

I'importation de géométries provenant de logiciels de CAO,
I'interconnection avec MATLAB/SIMULINK,

I'utilisation de routines écrites par utilisateur,

etc.

Ces logiciels permettent en principe de modéliser tous les types de sys-
téme multicorps et proposent généralement des librairies de composants et de
sous-systémes utilisés plus particuliérement dans certains domaines tels que
I'automobile, le ferroviaire ou encore 1’aérospatiale.

On rencontre généralemetn ces outils dans 'industrie, et dans certaines
écoles d’ingénieurs. Il leur est parfois reproché leur performance en terme de
temps calcul, leur colt important et 'investissement en temps nécessaire & leur
utilisation et & leur maftrise.

Voici les principaux logiciels de ce type :

e SIMPACK [66] : développé initialement par le centre de recherche en
aérospaciale Allemand (DLR), il est commercialisé depuis prés de dix ans
par la société Intec. Ce logiciel utilise des coordonnées relatives et im-
plémente un formalisme récursif d’une complexité d’ordre N. Il semble
également capable de produire des modéles sous forme symbolique, tou-
tefois les formulations proposées ne sont ni les plus performantes, ni les
plus pratiques & utiliser. En outre, cette fonctionnalité n’est disponible
que moyennant I’achat d’un module complémentaire.

e ADAMS [67] : commercialisé par MSC Software, c¢’est un des logiciels
les plus répandus dans I’industrie automobile. 11 utilise des coordonnées
absolues et est particuliérement orienté sur 'utilisation de composants et
de sous-systémes pour la création de nouveaux modéles non disponibles
en librairie. Selon ses utilisateurs, son principal inconvénient semble étre
une certaine lenteur d’exécution.

e Virtual.lab MOTION |[6§] : évolution du logiciel DADS initialement dé-
veloppé par le Pr. E. J. Haug, il est actuellement commercialisé par la
société LMS. Celui-ci utilise également des coordonnées absolues. Il n’est
pas non plus particuliérement rapide en simulation, mais il a "avantage
d’étre intégré dans une suite logicielle offrant des possibilités d’analyses
trés diverses telles que de ’analyse de structure, des analyses acoustiques,



INTRODUCTION 31

etc., ce qui en fait un outil trés intéressant et trés productif pour I’étude
compléte d’un systéme, et ce plus particuliérement dans le domaine de
I’automobile.

e CARSIM [69] : Ce dernier logiciel est dédicacé a 'étude des voitures
et camions. Il s’agit en fait d’un environnement de simulation et d’ana-
lyse, plus que d’un outil de modélisation & part entiére. En effet, il utilise
des modéles paramétrables générés préalablement par un programme de
génération symbolique appelé AutoSim. Cette caractéristique lui permet
d’obtenir des performances de simulation largement suffisantes pour viser
les applications temps réel. Toutefois, le générateur ne semble pas étre dis-
ponible pour 'utilisateur, qui ne peut apparemment pas simuler d’autres
systémes que ceux qui lui sont proposés.

Le logiciel de calcul numérique MATLAB contient depuis quelques années un
outil de modélisation de systémes mécaniques appelé SIMMECHANICS. 70, 71].
Cet outil utilise une approche numérique. Le systéme est décrit & 1’aide de co-
ordonnées articulaires et un formalisme d’une complexité d’ordre N est utilisé
pour générer les équations. Les contraintes sont traitées & ’aide d’une méthode
de projection. Dans le cas de l'utilisation des modéles pour des applications
temps réel, les contraintes ne sont plus résolues explicitement, mais une mé-
thode de stabilisation est alors employée.

Les outils logiciels de recherche

Divers centres de recherches ou universités développent et utilisent encore
actuellement des codes propres de modélisation et de simulation dédicacés aux
systémes multicorps.

Certains de ces outils utilisent "approche symbolique pour générer les équa-
tions requises & ’analyse des systémes multicorps.

Logiciels basés sur un outil de calcul symbolique

Les deux logiciels suivants se basent sur le logiciel de calcul symbolique
Maple [72] pour générer les équations, et sont tous deux développés au Canada.
e DYNAFLEX [53, 6, 73] Ce logiciel est développé a I’Université de Wa-
terloo (Ontario) sous la supervision du Pr. John McPhee. Il se base sur
la théorie des graphes linéaires pour la description des systémes et uti-
lise la méthode des travaux virtuels et des coordonnées relatives ou indi-
rectes pour la génération des équations. Il peut générer une formulation
réduite des équations pour les systémes contraints, mais les équations
de contraintes ne sont pas résolues en position et en vitesses & I'heure
de la rédaction de ce texte. Il permet de traiter aisément des systémes
électro-mécaniques et d’utiliser des sous-systémes pour composer un sys-
téme de complexité moyenne. Il s’agit essentiellement d’un générateur
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symbolique d’équations. Celles-ci peuvent ensuite étre utilisées directe-
ment dans Maple ou exportées en langage C ou vers MATLAB.

e SYMOFROS [74, 75] Ce logiciel est développé sous la supervision de
Jean-Claude Piedboeuf & I’Agence Spatiale Canadienne. Il se base sur
le principe des puissances potentielles et les coordonnées relatives pour
la description des systémes et la génération des équations. Celles-ci sont
automatiquement générées en C pour étre utilisées dans ’environnement
SIMULINK. SYMOFROS est un outil complet de modélisation et de simu-
lation destinés principalement au développement de systémes robotiques
de complexité moyenne.

e SYMKIN : Il s’agit d’un outil destiné a la génération des équations ciné-
matiques et dynamiques de systémes contenant des boucles cinématiques.
Il permet d’obtenir la solution des équations de contraintes relatives aux
boucles sous forme analytique. Il utilise pour cela les fonctionnalités du
logiciel de calcul symbolique Mathematica. Il a été développé par la méme
équipe que le logiciel numérique MOBILE décrit ci-dessous.

Logiciels symboliques indépendants

Les outils décrits ci-dessous sont généralement plus anciens. Leur dévelop-
pement a commencé dans les années 80 et ils offraient au début des années
90 des performances en terme de génération qu’il était impossible d’atteindre
avec les logiciels de calcul symbolique commerciaux, ce qui est encore vrai ac-
tuellement. Il permettaient déja d’obtenir des simulations en temps réel, pour
des modeéles trés simples, ce qui était également impossible en utilisant les ap-
proches numériques.

Il n’ont cependant pas tous été mis a jour récemment, sauf ROBOTRAN.

e AUTOSIM [76] : Ce logiciel a été développé en LISP au début des années

80 pour la génération symbolique d’équations du mouvement. Il utilise la
formulation de Kane[77], permet de traiter les systémes avec boucles et les
contraintes. Il semble capable de calculer des coordonnées dépendantes en
résolvant les contraintes. Il permet également de déterminer les conditions
d’équilibres d’un systéme. Il a été utilisé pour le développement du logiciel
numérique Carsim présenté ci-dessus.

e SD/FAST [78] : Ce logiciel a été développé par Michael A. Sherman
et Dan E. Rosenthal de Symbolic Dynamics Inc. Il génére les équations
de la dynamique directe en se basant également sur la formulation de
Kane et également sur une formulation [79] de complexité en ordre N.
Il peut produire les équations en langage C et FORTRAN. Il ne permet
pas de modéliser des corps flexibles ni de résoudre des contraintes. Une
formulation augmentée avec méthode de stabilisation des contraintes [3§]
est proposée pour les systémes contenant des boucles cinématiques.

e NEWEUL [80, 81] : Ce logiciel est développé a l'université de Stuttgart
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par ’équipe du Pr. W. Schiehlen. Ce logiciel se base sur le formalisme de
Newton-Euler et permet de décrire le systéme en utilisant des coordonnées
relatives. Il permet de traiter les contraintes et les corps élastiques. Il est
accompagné d’un module de simulation qui permet d’exploiter les équa-
tions générées symboliquement pour effectuer des analyses numériques.

¢ ROBOTRAN : Ce logiciel est développé dans notre laboratoire. Il est
présenté plus en détail ci-aprés. Il implémente des formalismes récursifs
de type Newton-Euler ou de complexité en ordre N.

Caractéristiques des générateurs symboliques

Les programmes de génération symbolique basés sur des logiciels de calcul
symbolique commerciaux, tels que Maple, bénéficient évidemment de toute la
puissance et des nombreuses possibilités de manipulation symbolique de ces
logiciels. Cela facilite énormément le développement et le test de nouveaux
formalismes ou de nouvelles techniques de modélisation. Ces outils sont donc
particuliérement appropriés & la recherche dans le contexte académique.

Toutefois, il faut réaliser que ces logiciels ne sont pas développés pour ex-
ploiter le caractére récursif généralement présent dans les équations obtenues
lors de la modélisation des systémes multicorps. En pratique, les développeurs
et les utilisateurs de ces programmes de générations symboliques dédicacés aux
systémes multicorps sont souvent confrontés aux limitations de ces logiciels
symboliques en ce qui concerne :

o d’une part, leur capacité de traitement'* des nombreuses d’équations ob-
tenues lors de la modélisation des systémes de grande taille!®. Des ap-
proches alternatives sont alors envisagées pour pallier cet inconvénient
comme par exemple, la modélisation du systéme par parties et ’assem-
blage des modéles symboliques des sous-systémes [73].

e d’autre part, la possibilité d’accéder librement & la structure de don-
nées utilisée pour stocker les équations, ce qui peut constituer un source
de difficultés pour implémenter certaines analyses ou traitements qui ne
seraient pas disponibles au niveau de l'interface de programmation du lo-
giciel. Par exemple, il n’est pas évident de pouvoir associer des attributs
supplémentaires aux expressions ou aux équations ou de pouvoir effectuer
des manipulations directement sur les équations ou sur les expressions
symboliques.

Le développement de générateurs symboliques indépendants implique 1’éla-
boration de librairies de fonctions pour la manipulation et la gestion des ex-
pressions et, des équations symboliques. Toutefois cela permet d’obtenir un outil
dédicacé & la manipulation symbolique des équations relatives & la modélisa-
tion des systémes multicorps, et ainsi d’atteindre de meilleures performances

1den un temps raisonnable et sans dépasser la quantité de mémoire vive disponible...

15qui contient plus d’une cinquantaine d’articulations
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en terme de :

e quantité de mémoire nécessaire,

e vitesse de génération,

e parfois méme d’optimisation des équations,
que dans le cas de 'utilisation de logiciels symboliques standards. Ceci explique
la capacité des générateurs symboliques indépendants & traiter facilement des
systémes de plus grande taille'®, & savoir des systémes réalistes tels que des
véhicules complexes par exemple, alors que les outils tels que DYNAFLEX et
SYMOFROS peuvent nécessiter un temps et une quantité de mémoire considé-
rable pour générer les modéles de ces systémes, lorsqu’ils y arrivent.

Modéles symboliques Tous ces outils ont en commun la génération des ex-
pressions analytiques des équations du mouvement par manipulation de sym-
boles qui représentent les coordonnées et les paramétres du systéme. Ces ex-
pressions analytiques doivent étre neutres, c’est-a-dire que leur évaluation ne
doit pas nécessiter 'utilisation de librairies spécifiques. Ce type d’expressions
symboliques est & distinguer d’un programme informatique qui contiendrait un
ensemble d’appel & des sous routines de calcul [82, §].

En pratique, il est toutefois assez rare de pouvoir obtenir un modéle composé
uniquement d’expressions analytiques. On trouvera souvent parmi les équations
du mouvement quelques fonctions dont les expressions analytiques ne sont pas
explicitées, ce qui donne au modéle symbolique un caractére plus générique. Ce
sera par exemple le cas des fonctions de calcul des interactions entre le systéme
multicorps et son environnement. Toutefois, dans le cas des programmes basés
sur 'utilisation d’un logiciel symbolique générique, les expressions analytiques
de ces fonctions peuvent étre introduites dans le logiciel et substituées aux ap-
pels de fonction dans le modéle du systéme multicorps pour obtenir un modéle
purement analytique.

modeéle
mx=mg+F(x)| symbolique
X F(x) générique
‘ avec
F(x)=—kx
modeéle
mx=mg—kx purement
analytique

F1¢. 3 — Appel de fonction dans les modéles symboliques

16plusieurs dizaines voire plus d’une centaine de coordonnées généralisées
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La figure 3 illustre cette différence & 'aide d’un systéme simple. Nous consi-
dérons une masse suspendue par un élément qui exerce une force fonction de
la distance entre la masse et un support. En considérant la force comme une
fonction de la distance, on obtient un modéle symbolique générique. En par-
ticularisant au cas ou la fonction correspond au modéle d’un ressort linéaire,
on obtient un modéle complétement analytique mais qui perd son caractére
générique.

Autres logiciels multicorps

e MOBILE [83, 84] développé par A. Kecskeméthy, M. Hiller et Ch. Woernle,
& l'université de technologie de Gratz, en Autriche et & 'université de
Duisburg en Allemagne.

e FASIM [85] développé au sein du laboratoire de mécatronique du Pr. M.
Hiller en collaboration avec la société BoSCH.

e DynaMechs [86] développé initialement par Scott McMillan depuis 1991

ala Ohio State University, Department of Electrical Engineering.

e ODE [87] développé par Russell Smith!” depuis 2000.

Ces logiciels numériques sont en fait des librairies de routines écrites en
langage C/C++ et qui permettent la description, la modélisation, la simulation,
le controle et animation graphique de systémes multicorps. Ils se basent tous
sur la représentation des systémes a ’aide de coordonnées articulaires, et sont
capables de gérer des boucles cinématiques.

Ils semblent tous offrir des performances de simulation temps réel pour des
systémes robotiques ou des véhicules simples, contrairement aux logiciels nu-
mériques commerciaux. Toutefois, ces performances sont généralement encore
inférieures & celles obtenues en utilisant des modéles générés symboliquement.

L’inconvénient de ces outils est qu’ils nécessitent un travail de programma-
tion relativement important pour modéliser les systémes, ce qui peut consti-
tuer une limite en terme de productivité. Leur utilisation et leur maitrise né-
cessite un apprentissage fastidieux de leur interface de programmation et une
bonne connaissance du langage C+-+. En outre, ils ne permettent pas d’expor-
ter les modéles sous formes de routines indépendantes pour une utilisation dans
d’autres environnements de calcul.

Commentaires

A notre connaissance, aucun de ces outils ne propose de fonctionnalités
relatives & la parallélisation génériques des modeéles. Dans les descriptifs de ces
divers logiciels, on ne trouve pas d’informations relatives a leur utilisation sur
des systémes de calcul paralléle.

17Ph.D. in July 1998, in the department of Electrical and Electronic Engineering at the
University of Auckland, New Zealand
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Les seules références a l’utilisation du calcul paralléle se trouvent dans la
littérature scientifique relative & certains développements spécifiques effectués
au sein de centres de recherches ou d’universités.

Le logiciel de génération symbolique ROBOTRAN

Le logiciel ROBOTRAN [88, 89, 90] est un programme indépendant dédicacé
a la génération symbolique de modéles de systémes multicorps. Il est le fruit
de plusieurs années de recherches et de développements menées au sein du
Département de Mécanique de 1’Université catholique de Louvain. Différents
travaux ont bénéficié de 'utilisation de cet outil [91, 92, 93, 64] et certains ont
contribué a son développement [20, 12, 17, 21].

Une description détaillée de ce logiciel est fournie dans [12] qui constitue la
contribution principale au développement de ROBOTRAN.

Formalismes et formulations disponibles

ROBOTRAN utilise essentiellement les coordonnées relatives. Les forma-
lismes récursifs Newton-Euler semi-explicite [17] et explicite O(N) [26] sont
disponibles pour la génération de modéles permettant de résoudre le probléme
dynamique direct pour des systémes & topologie arborescentes et composés de
corps rigides. Des formulations semi explicites et implicites, basées sur I'uti-
lisation du formalisme Newton-Euler récursif, sont proposées pour I’étude de
systémes contenant des poutres flexibles.

Des formalismes Newton-Euler basés sur I'utilisation de paramétres bary-
centriques sont également proposés pour générer des modéles adéquats pour la
résolution des problémes dynamiques directs et inverses ainsi que pour I’iden-
tification des paramétres dynamiques pour des systémes arborescents [21].

Divers modéles cinématiques directs peuvent également étre générés symbo-
liquement, tels que les équations de calcul de la position, la vitesse, I’orientation,
etc. relatives & un repére associé & n’importe quel corps du systéme.

En ce qui concerne les systémes contenant des boucles cinématiques, il est
possible de générer symboliquement les expressions des contraintes de fermeture
des boucles, selon la technique de coupure présentée dans [12], ainsi que les
dérivées premiéres et secondes de ces contraintes.

Il n’était toutefois pas possible d’obtenir des modéles symboliques complets
pour I'étude de la dynamique de systémes contenant des boucles cinématiques,
avant la réalisation de ce travail. L’approche utilisée pour I’étude de la dyna-
mique de tels systémes consistait alors généralement & assembler des parties de
modéles générés symboliquement et & les compléter par une approche numé-
rique au sein du logiciel d’analyse MBSOFT [94] basé sur environnement de
calcul MATLAB.
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Génération symbolique

ROBOTRAN dispose d’une librairie mathématique symbolique pour la créa-
tion d’expressions complexes sur base de symboles. Cette librairie contient les
opérateurs arithmétiques de base, addition, multiplication, etc. ainsi que des
fonctions trigonométriques telles que sinus et cosinus.

On peut donc créer aisément une expression telle que Ly cos(a) + Lo cos(7)
en combinant les symboles L1, Ly, a et v & 'aide de ces opérations.

Lorsqu’on compose une expression symbolique dans ROBOTRAN, des tests
sont effectués de facon récursive sur les opérandes lors de chaque utilisation
d’un opérateur, qu’il soit arithmétique ou trigonométrique. Ainsi de nombreuses
simplifications, telles que par exemple,
les additions avec 0 : a + 0 +— a,
les multiplications par 0 : a-0+—Ooupar1l:a-1+— a,
les simplifications arithmétiques telles que (@ —b) + (a +b) — 2 - q,
les simplifications trigonométriques telles que
cos(a) sin(fB) + cos(B) sin(a) — sin(a + )
sont effectuées directement lors de la création des expressions.

Chaque expression peut également étre affectée & une nouvelle variable, dite
"auxiliaire", ce qui facilite la programmation des algorithmes de génération.

X=L,CI+L,C2 A=L,-CI
B=L,C2
X X=A+B

L Ccl L L, Cl L, C2 4 B

FiG. 4 — Expressions symboliques

Une différence essentielle entre ROBOTRAN et les logiciels génériques de
calcul symbolique réside dans la maniére de gérer les expressions symboliques.
En effet, 'affectation d’une expression a une nouvelle variable peut se faire par
le biais de la création d’une équation'® qui est alors stockée dans une liste.
La nouvelle variable ainsi définie n’est désormais plus considérée comme une
expression complexe, mais comme un symbole élémentaire. Il s’agit 14 d’une
clé permettant d’implémenter de maniére performante des formalismes récur-
sifs dans un environnement de calcul symbolique. Ceci permet de segmenter

8au sens assignation du membre de droite au membre de gauche
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les expressions complexes en expressions intermédiaires plus simples comme le
montre la figure 4, ce qui a pour effet d’alléger considérablement leur gestion.
Dans le cas de 'utilisation des fonctions trigonométriques, des équations
intermédiaires sont systématiquement créées pour éviter de recalculer ces fonc-
tions avec le méme argument, & chaque fois qu’elles sont utilisées dans les
équations. La formation des expressions symboliques A et B suivantes :

ca = cos(a)
A= L cos(a) ey = cos(7y)
—
B = Ly cos(y) A=1Lca
B =Lscy

provoqueront automatiquement la création des équations qui définissent des
variables trigonométriques intermédiaires ca et ¢y. Ainsi, les occurrences ulté-
rieures de cos(a) et cos(y) seront automatiquement remplacées par ca et ¢y
respectivement. Ces variables trigonométriques ont une nature particuliére qui
permet & ROBOTRAN de les identifier au sein d’une expression afin de per-
mettre la détection et la simplification éventuelle de formules trigonométriques
particuliéres.

La création d’équations intermédiaires permet également de ne calculer
qu’une seule fois des parties communes a plusieurs expressions, ce qui résulte
en une plus grande performance lors de I’évaluation du modéle généré.

Gestion des expressions et des équations

Outre des fonctions de génération d’expressions, ROBOTRAN est pourvu de
fonctions de gestion des listes d’expressions et d’équations symboliques conte-
nues en mémoire durant la phase de génération.

En effet, durant le processus de génération des expressions, des routines
de simplification sont appelées automatiquement. Celles-ci générent un nombre
plus ou moins important d’expressions intermédiaires lors de leur travail de
simplification. Il est crucial de les effacer de la mémoire dés qu’elles ne sont
plus nécessaires, afin de limiter ’espace occupé.

Lors de la création d’une équation, on définit une nouvelle variable & ’aide
d’une expression symbolique complexe. Cette nouvelle variable est représentée
par un nouveau symbole et I’expression complexe qui le définit est désormais
masquée et inaccessible aux routines de simplifications. Un processus récur-
sif de sélection permet alors d’identifier les expressions intermédiaires qui ne
contribuent pas & la définition de la nouvelle variable et de les effacer de la
mémoire.

Ce mécanisme permet de controler et de limiter de fagon drastique la quan-
tité de mémoire nécessaire a la génération des équations, ce qui constitue un
des atouts de ROBOTRAN par rapport aux programmes basés sur des logiciels
symboliques commerciaux.
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Dans le cas de l'identification de formules trigonométriques particuliéres,
une procédure de vérification est exécutée afin d’éviter la création de variables
trigonométriques issues de formules identiques. Si une simplification identique
a déja eu lieu, la variable trigonométrique créée & cette occasion est alors réuti-
lisée.

A la fin de la phase de génération symbolique, lorsque toutes les équations
produites par I’exécution de I'algorithme récursif ont été créées, une procédure
récursive de sélection est appliquée a la liste des équations pour déterminer
celles qui sont réellement utiles pour le modéle. En effet on montre dans [12]
qu’environ un tiers des équations générées par un formalisme récursif, ne contri-
buent pas au calcul de la solution finale. Ces équations sont alors repérées et
éliminées avant d’exporter le modéle.

Capacités et performances

Gréce 4 ses librairies symboliques dédicacées au traitement des équations
relatives & la modélisation des systémes multicorps, ROBOTRAN est un outil
simple, rapide et efficace.

Simple, car il fonctionne comme un compilateur, qui produit un fichier conte-
nant les équations du modéle désiré a partir d’un fichier contenant la description
du systéme multicorps.

Rapide, car il permet de modéliser des systémes composés de dizaines voire
de centaines d’articulations et de générer des milliers d’équations contenant
plusieurs dizaines de milliers d’opérations, en quelques secondes seulement sur
un ordinateur personnel standard.

Efficace, car il est pourvu de fonctions de manipulation symbolique puis-
santes qui effectuent presque toutes les simplifications possibles afin de produire
des modéles contenant un minimum d’opérations arithmétiques.

Enfin, les modéles générés peuvent étre exportés en utilisant la syntaxe des
langages de programmation les plus répandus tels que FORTRAN, C, MATLAB,
JAVA, ce qui garantit la possibilité d’utiliser les modéles dans des environne-
ments les plus divers.

Objectifs poursuivis

A travers ce bref apercu du domaine de la dynamique des systémes mul-
ticorps, nous constatons qu’il y a une multitude d’approches et de méthodes
adaptées a la modélisation et & 'analyse de ces systémes. Chaque approche,
chaque méthode posseéde des avantages et des inconvénients de telle sorte qu’il
est difficile d’affirmer la supériorité universelle de 1'une d’entre elles. Les pu-
blications qui quantifient cela de fagon claire et objective sont d’ailleurs assez
rares ! Il est nécessaire de tenir compte de 'application considérée et du contexte
de I'analyse afin de choisir 'approche ou la méthode la plus appropriée.
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Dans ce travail, nous allons nous intéresser a la modélisation des systémes
essentiellement mécaniques, de petite ou de grande taille, ¢’est-a-dire contenant
jusqu’a prés d’une centaine d’articulations tels que

e les robots manipulateurs & structure sérielle ou paralléle,

e les véhicules terrestres évoluant sur route ou sur rails,

e les engins tout-terrains ou volants,

o les mécanismes complexes rencontrés dans divers types de machines.

A Theure actuelle, ces systémes sont généralement analysés dans un contexte
mécatronique. En effet, le systéme multicorps étudié se trouve trés souvent en
interaction avec divers composants ou systémes de controle ou d’actionnement
hydrauliques, électriques ou électroniques, qui sont également modélisés a l’aide
d’outils spécifiques.

C’est donc avec la perspective de I'intégration avec des modéles issus d’autres
domaines de l'ingénierie que nous poursuivons ce travail de génération de mo-
déles de systémes mécaniques multicorps.

Cette perspective entraine naturellement une série de conditions 4 satisfaire
par les modéles que nous proposons de générer :

o la portabilité : ils doivent étre facile & intégrer et & utiliser dans des envi-

ronnements de calcul les plus divers,

e la performance : ils doivent constituer un codt calcul minimum tout en
permettant une modélisation fidéle de la partie mécanique du systéme,

e la fiabilité : ils doivent étre précis et robustes de maniére a représen-
ter, le plus exactement possible, le comportement du systéme mécanique
quelles que soient les conditions auxquelles il est soumis et la longueur de
Iintervalle de temps simulé.

Dans ce contexte, nous avons choisi :

e Uapproche symbolique pour générer les modéles, car c’est la seule qui leur
confére une portabilité maximale,

e les coordonnées relatives, car elles constituent le plus stir moyen de limiter
le nombre d’équations et ainsi d’opérations & effectuer, ce qui constitue
une bonne garantie de performance pour les modéles dynamiques de sys-
témes relativement complexes,

e une démarche de résolution explicite des équations de contraintes, ba-
sée sur la technique du partitionnement des coordonnées, car c’est la
technique qui offre la meilleure garantie de précision et la possibilité de
résoudre tous les types de contraintes,

o le formalisme récursif Newton-FEuler, car, bien que sa complexité soit a
priori la moins favorable, il se révéle le plus économique sur la plupart des
systémes multicorps envisagés, ceux-ci possédant rarement une topologie
linéaire et un nombre maximal de degrés de liberté,

e une formulation explicite réduite des équations du mouvement, car c’est
celle qui offre la plus grande simplicité d’utilisation,

e le logiciel ROBOTRAN, car c’est le seul outil de génération symbolique
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capable de gérer efficacement le traitement des systémes de grande taille
et qui offre les possibilités de développement nécessaires & la réalisation
de ce travail.
Nous avons également choisi d’explorer deux pistes de parallélisation des mo-
déles de systémes multicorps générés symboliquement. En effet le recours au cal-
cul paralléle est la seule solution qui permet de diminuer les temps d’exécution
des modéles au deld des meilleurs résultats possibles avec un seul processeur.

Dans ce travail, nous avons apporté diverses contributions au domaine de

la dynamique des systémes multicorps. Nous montrons que

e la technique du partitionnement des coordonnées et la génération sym-
bolique constituent une excellente combinaison pour obtenir des modéles
d’état de systémes articulés complexes contenant des boucles cinéma-
tiques ou plus généralement soumis & des contraintes algébriques non-
linéaires,

e la résolution explicite des équations de contraintes non-linéaires, et pas
seulement celle de leurs dérivées premiéres et secondes, peut étre réalisée
symboliquement et insérée dans un modéle dynamique,

o la génération symbolique de la formulation réduite des équations du mou-
vement, permet d’économiser un grand nombre d’opérations et de com-
penser ainsi un inconvénient majeur de la technique du partitionnement
des coordonnées,

e les équations récursives des systémes multicorps, quelle que soit leur struc-
ture, possédent un taux de parallélisme & grain fin trés élevé au niveau
des opérations arithmétiques et ’utilisation d’architectures paralléles dé-
dicacées permet d’exploiter ce parallélisme,

e des modéles dynamiques générées symboliquement en utilisant des forma-
lismes qui ne sont pas intrinséquement paralléles, peuvent étre parallélisés
automatiquement aprés leur génération afin de les distribuer sur plusieurs
processeurs d’un ordinateur paralléle classique.

Au dela de ces objectifs scientifiques, nous apportons également notre contri-

bution au développement du logiciel ROBOTRAN par ’amélioration de ses li-
brairies symboliques et par ’augmentation de ses fonctionnalités.

Structure du document Ce travail comporte deux parties dont le dénomi-
nateur commun est l'utilisation de ’approche symbolique.

La premiére partie est consacrée & la génération symbolique de modéles de
systémes articulés, en vue de leur utilisation sur un ordinateur classique.

Dans le chapitre 1, nous présentons les conventions utilisées et les forma-
lismes récursifs mis en oeuvre pour la modélisation des systémes & topologie
arborescentes. Une section de ce chapitre est consacrée aux extensions apportées
au logiciel ROBOTRAN, qui permettent de générer des modéles complétement
symboliques et plus efficaces qu’auparavant pour ces systémes. Deux exemples
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de systémes arborescents sont présentés pour illustrer les différents concepts
développés dans le chapitre.

Le chapitre 2 présente les différentes techniques mises en oeuvre pour la
modélisation symbolique des systémes dont la structure contient des boucles
cinématiques. Le traitement des équations de contraintes et la réduction des
équations du mouvement sur base de 'utilisation conjointe de ’approche sym-
bolique et de la technique du partitionnement des coordonnées y sont dévelop-
pés. Divers exemples de complexités différentes sont analysés pour mettre en
évidence les avantages de ’approche symbolique.

La seconde partie est consacrée a la parallélisation des modéles générés par
I’approche symbolique.

Dans le chapitre 3, nous présentons une méthode de parallélisation & grain
fin. Cette méthode met en évidence un taux de parallélisme jamais exploité, a
notre connaissance, dans le domaine de la modélisation des systémes articulés.
Nous proposons de distribuer les opérations arithmétiques sur une architecture
paralléle spécifique. Une méthode d’ordonnancement et des résultats de simu-
lation sont présentés. Nous évaluons également le taux de parallélisme & grain
fin pour une demi douzaine de systémes multicorps classiques.

Le chapitre 4 concerne le découpage des modéles dynamiques directs en
vue de leur exécution sur des ordinateurs paralléles conventionnels, & mémoire
partagée ou en grappe. Grace a une méthode de marquage des équations, les
modéles générés symboliquement peuvent étre découpés a posteriori sans néces-
siter une implémentation paralléle particuliére de 'algorithme de génération.
La clé de découpage repose sur une analyse de la topologie du systéme et de la
structure de la matrice Jacobienne des contraintes. Un bogie ferroviaire articulé
est utilisé pour illustrer la méthode. Des résultats relatifs au découpage et au
calcul paralléle d’un modeéle de voiture sont également présentés.
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Chapitre 1

Modélisation des systémes
arborescents

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des systémes articulés dont la
structure est relativement simple, c’est-a-dire, dont la topologie est ouverte,
de type linéaire ou arborescente. La modélisation des systémes contenant des
boucles cinématiques fait I’objet du chapitre suivant.

Aprés une bréve présentation des conventions et notations utilisées, nous
étudions quelques procédures récursives mises en oeuvre pour la génération
symbolique de grandeurs cinématiques. Nous présentons également les forma-
lismes récursifs, basés sur les équations de Newton-Euler, que nous utilisons
pour la génération symbolique des équations du mouvement sous forme impli-
cite ou explicite.

Ensuite, nous proposons trois interfaces permettant d’introduire des forces
extérieures appliquées sur les corps d’un systéme lors d’interactions avec son en-
vironnement. L’association d’équations cinématiques générées symboliquement
et du recours & une fonction externe au modéle, offre & I'utilisateur un moyen
souple et efficace pour introduire les forces d’interaction.

Une partie est consacrée aux développements de nouvelles capacités de trai-
tement symbolique du logiciel ROBOTRAN. Celles-ci nous permettent d’obtenir
des modeles encore plus compact (10 & 15%) que ceux obtenus avec la version
précédente [12].

Finalement, deux systémes articulés sont analysés afin d’illustrer les diffé-
rents concepts présentés dans ce chapitre.

47
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1.1 Concepts et conventions

Notre approche de la modélisation des systémes articulés repose sur une série
de conventions et de concepts qui sont présentés dans les sections suivantes.

1.1.1 Topologie : définitions
Chaine cinématique et filiation

e le nombre de corps (hormis la base) et d’articulations est identique. On
représente une articulation physique & plusieurs degrés de liberté par une
séquence équivalente d’articulations élémentaires & un degré de liberté et
de corps fictifs.

e on reliera toujours au moins un corps du systéme réel a une base inertielle
qui sert de référence, généralement le sol, pour la plupart des applications
terrestres.

Les articulations sont des éléments physiques tels que des charniéres, des
glissiéres, des rotules. Elles ne sont pas considérées comme des corps dans la
modélisation du systéme, mais seulement comme des éléments de connexion
entre deux corps. La figure 1.1 illustre les points d’ancrage des articulations sur
les corps. Ces points sont utilisés pour calculer la résultante de toutes les forces
agissant au sein de larticulation.

point d'ancrage

/

COIPS ——pm

N /

articulations

Base : corps de référence

F1a. 1.1 — Schéma d’un systéme multicorps

e une chaine cinématique ou un chemin est un ensemble de plusieurs corps
consécutifs rencontrés lorsqu’on parcourt la structure de la base vers une



1.1.

CONCEPTS ET CONVENTIONS 49

extrémité. Sur la figure 1.2, {3, j,k}, {l,k,j,m,n} sont des chaines ciné-
matiques mais pas {j,n,o}, ni {i,k,j}.

e il n’y a qu’un seul chemin qui relie deux corps d’un systéme arborescent.

e la base est le corps fixe correspondant & la référence inertielle.

e un corps ¢ est un ancétre du corps j s’il appartient a la chaine cinématique
qui commence par la base et se termine juste avant le corps j. La base
est ancétre de tous les corps.

e un corps j est un descendant du corps ¢ si celui-ci est un ancétre du corps
j-

e le corps ¢ est le parent du corps j si il est ’ancétre direct du corps j,
c’est-a-dire si le corps j est le descendant attaché au corps ¢. Un corps
n’a qu’un seul parent dans une structure arborescente.

e le corps j est un enfant du corps @ si celui-ci est le parent du corps j. Un
corps peut avoir plusieurs enfants.

e Nous noterons 7 I’ensemble des enfants d’un corps 7.

e un corps terminal est un corps sans enfant(s).

e une branche est une chaine cinématique qui a les propriétés suivantes :
— le dernier corps est un corps terminal ou un corps qui a plusieurs en-

fants,
— lancétre du premier corps est la base ou un corps qui a plusieurs en-
fants.

e les concepts de filiation et de parenté s’appliquent aussi aux branches,

e deux branches sont paralléles si aucun corps d’une branche n’est ’ancétre
d’un corps de 'autre.

F1G. 1.2 — Chaine arborescente de corps

On peut illustrer ces concepts en se référant a la figure 1.2 :
e le corps j est le parent des corps k et m,
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le corps j est ancétre des corps k, [, m, n, o, p,

le corps n est le parent des corps o et p,

le corps k est un descendant des corps ¢, j, et 'enfant du corps j,
I'ensemble j des enfants du corps j est {k,m},

les corps [, p, o sont des corps terminaux,

{i, 7}, {k,1}, {m,n}, {0}, et {p} sont des branches.

Numérotation

e les corps sont numérotés par ordre croissant en partant de la base (qui
porte le numéro 0) vers les corps terminaux, comme illustrés sur la figure
1.3.

e l'articulation qui précéde un corps porte le méme numéro que celui-ci.

e le vecteur inbody est défini de telle sorte que son élément i contient le
numéro du parent du corps .

inbody = {0,1,2,2,4,4,5,5}

VOV A A S e eV
base = body 0

FiG. 1.3 — Numérotation des articulations et des corps

Notations

Lors du développement des équations cinématiques et dynamiques, nous
allons utiliser les écritures ' suivantes :
e > a’ : somme sur tous les corps (i = 1, ..., N*%) de la structure,
i

e > a':somme sur tous les ancétres du corps 7,
1< g

1Les inégalités utilisées dans ces notations ne correspondent pas 4 un ordre mathématique :
i < j signifie que 7 est un ancétre de j et donc, ¢ £ j n’implique pas ¢ > j. En effet, ¢ peut se
situer sur une branche parallele.
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S>> @’ : somme sur tous les descendants du corps 4,
jii<yg

> a', >, o : respectivement, somme sur le corps j et tous ses
i<y Jii<g
ancétres, et somme sur le corps ¢ et tous ses descendants,

a® : somme sur le corps h et les corps @ qui sont a la fois les

ith<i<j

descendants de h et les ancétres de 7,

Zj ¢ - somme sur tous les enfants du corps 4,

ch?*<h<i 15 chaine cinématique des corps s’étendant du corps %, non in-
clus, au corps j inclus, ch*<"<J(n) étant le n'®™° corps de la chaine.

1.1.2 Cinématique : définitions

Notations

Nous utilisons la figure 1.4 pour illustrer les définitions des éléments relatifs
au corps rigide %, & son corps parent h et & ses enfants j et k.

O? est le point d’ancrage de I'articulation du corps i sur son corps parent
h,
O'" est Dorigine du repére du corps i et donc le point de référence du
corps 14, le point d’ancrage de I'articulation ¢ sur le corps i. Le point O”
est confondu avec le point O° si I'articulation est rotoide.

e

z' est le vecteur O° O”, qui représente le déplacement relatif au sein de
Iarticulation 2,
€' est le vecteur unitaire aligné avec ’axe de 'articulation ¢,

—_—

d? est le vecteur 0" OF qui représente la position du point d’ancrage sur
le corps ¢ de 'articulation du corps k par rapport au point de référence
du corps i(qui est le parent de k). Les composantes de ce vecteurs sont
constantes dans le repére du corps 1.

p’, le vecteur position absolue du point de référence O, Attention, cette
définition correspond & une convention relative a 'implémentation des
formalismes dans ROBOTRAN. Elle différe de la définition faite dans [13]

X1
[X] représente le triplet de vecteurs unitaires |:X2:| de la base orthonor-
X3

mée {X}.

Pour une écriture plus compacte des développements cinématiques ulté-
rieurs, on définit des vecteurs position augmentés. Ceux-ci sont illustrés sur la
figure 1.5.

.. A .. . . A . L. L
d¥ = d¥ + 27, d¥ = d** + 2z, les vecteurs position augmentés des
articulations j et k respectivement.
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F1a. 1.4 — Notations cinématiques : points et vecteurs position

Sur la figure 1.6 sont illustrés des éléments utilisés pour la description de I’orien-
tation relative des corps.

e {O,{I}}, le repére inertiel de référence solidaire du corps de base 0,

e {X'}, la base solidaire du corps i. Dans la base {X'}, les composantes
dii et d* des vecteurs d = [X/]T d¥7 et d* = [X']T d* sont constantes
pour un corps rigide,

e R la matrice de rotation permettant de passer de la base {X"} a la
base {X'} : [X1] = RWM XM,

e Q' le vecteur vitesse angulaire relative du corps ¢ par rapport a son parent
h,

o W = [Xi]Twi, le vecteur vitesse angulaire absolue du corps %, donc de la
base {X'} par rapport a la base inertielle {I}.

1.1.3 Hypothéses de modélisation des articulations

Les corps sont généralement reliés entre eux par des éléments mécaniques
tels que des glissiéres, des rotules, des paliers, des charniéres, etc. Les mouve-
ments relatifs des corps ainsi reliés seront différents selon la nature de ces élé-
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FiG. 1.5 — Vecteurs position augmentés

ments mécaniques, chacun offrant un nombre de degrés de liberté propre. Plutot
que de proposer une librairie contenant tous les types d’articulations physiques
existantes ou imaginables, nous proposons de modéliser les articulations com-
plexes en combinant successivement plusieurs articulations élémentaires. Deux
articulations & un degré de liberté sont proposées; 'une prismatique, I’autre
rotoide. Elles sont illustrées sur la figure 1.7 et correspondent respectivement
4 des mouvements relatifs en translation ou en rotation. Les variables repré-
sentant les mouvement relatifs sont utilisées comme coordonnées généralisées,
notées ¢ pour ’écriture des équations décrivant le mouvement des corps.
Pour chaque articulation 4, la coordonnée généralisée ¢ représente :

o la valeur du déplacement relatif O O selon le vecteur articulaire &’, si
Iarticulation ¢ est prismatique,

e l'angle de rotation relative ¥ du corps 4 par rapport & son parent selon
le vecteur articulaire &’ si I’articulation i est rotoide.

Les position et orientation relatives du corps ¢ par rapport & son parent h

sont données par les expressions suivantes :

e pour une articulation prismatique ¢ :

— Torientation relative de la base {X’} par rapport a la base {X"} est
exprimée par une matrice de rotation élémentaire constante :

[X] = R¥"[XM (1.1)

Selon les conventions de modélisation utilisées dans ROBOTRAN, les
deux bases {X'} et {X"} ont toujours un vecteur en commun, lequel
correspond & 'axe de Darticulation i.

— la position relative du point de référence O, du corps i, par rapport au
point d’ancrage O' de 'articulation i sur le corps parent h, est donnée
par :

7zt = O Olz — qlél

ce qui signifie que lorsque ¢* = 0, O coincide avec O°.
e pour une articulation rotoide ¢ :
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F1c. 1.6 — Notations cinématiques : repéres et vecteurs

— Dorientation relative du repére {XZ} par rapport au repére {Xh} est
exprimée dans I’équation :

[X] = RWMXM (1.2)

ott ’angle ¢* est la seule variable présente dans ’expression de la matrice
Ri’h.

— les points de référence O’ et d’ancrage OF, sont situés sur I’axe de
I’articulation et coincident :

2'=0'0"=0

Pour les deux types d’articulation, le vecteur articulaire &' a des compo-
santes constantes dans les deux bases {X'} et {X"}. De plus selon les conven-
tions de modélisation utilisées, deux de ses trois composantes sont toujours
nulles et la troisiéme vaut 1’unité.

oi , )
On définit les vecteurs vitesse relative linéaire z et angulaire Q' du corps 4
par rapport 4 son parent h :
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Articulation prismatique Articulation rotoide

Fic. 1.7 — Articulations élémentaires prismatique ou rotoide

S A i il i N

z = ¢'é&,Q =0 siiestprismatique,
A L eina o i

Q = §'é,z =0 siiestrotoide.

Pour chaque articulation i, on définit les vecteurs ¢’ et W', comme suit :

P’ 2 &l et @ 20 sidest prismatique, (1.3)

¥ 28 et o' 20 siiest rotoide. (1.4)

Cette définition nous permet d’écrire les relations suivantes pour les deux
types d’articulations :

ota bt et Q2 G (1.5)

oo?

ol .
Z éij%ﬁletﬂ é(j’cpl.

1.1.4 Dynamique : définitions

Nous utilisons la figure 1.8 pour illustrer les définitions des éléments relatifs

au corps rigide 7 :

e mi et I = [XYT I [X7], la masse et le tenseur d’inertie, par rapport au
centre de masse G*, du corps i,

e d¥ = [X?T d, le vecteur position du centre de masse G par rapport au
point de référence O’%. Les composantes d* et I’ sont constantes dans le
repére {X'},

o x' = [i]T 2%, le vecteur position absolue du centre de masse G,

e g =17 g, le vecteur gravité?

20n suppose que le champ gravitationnel est constant. La résultante des forces de gravité
s’applique au centre de masse G* et est donnée par m'g.



56 CHAPITRE 1. SYSTEMES ARBORESCENTS

Fic. 1.8 — Notations principales pour la dynamique

o F? L’ les résultantes de forces et de couples appliqués sur le corps i au
point O" par son parent h via P’articulation i.
Des forces et couples de réactions opposées,—F? et —L‘, sont appliqués
au corps h selon la 37¢ loi de Newton.
Le corps i est lui aussi soumis aux forces et couples de réactions —F7, —FF —LJ,
et —L* de ses enfants j et k,
o F! . Ll lesrésultantes des forces et couples externes (hormis la gravité
et les forces généralisées internes provenant des articulations) appliqués
sur le corps i en son centre de masse.

1.2 Génération de grandeurs cinématiques
Nous développons dans cette section des méthodes de calcul permettant de

générer les expressions des vecteurs position, vitesses et accélérations d’un point
P attaché a un corps du systéme. Ce point peut étre le point outil d’un robot
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manipulateur, un point correspondant a ’emplacement d’un accélérométre dans
un véhicule, etc. D’autres grandeurs sont également utiles, telles les matrices de
rotation permettant de recalculer les coordonnées des vecteurs, afin de changer
la base dans laquelle elles sont exprimées.

Une autre entité intéressante est la matrice Jacobienne a laquelle nous consa-
crons la section 1.2.2. Cette matrice a une grande utilité en robotique. Elle sera
également utilisée pour le traitement des boucles cinématiques que nous abor-
dons dans le chapitre 2.

Nous exprimerons ici les grandeurs (position, vitesses, etc.) par rapport au
repére inertiel. Plus loin, nous verrons qu’il est également utile de pouvoir gé-
nérer les grandeurs relativement & un autre repére, pour la génération des équa-
tions de calcul des forces d’interactions d’un systéme avec son environnement
ou pour traiter les boucles cinématiques.

corps fictif

.......

. .
e

.

0

.
.
........

F1a. 1.9 — Ajout d’un corps fictif dont 'origine est P

Afin de simplifier la procédure de calcul, nous ferons I’hypothése que le point
P est 'origine du repére d’un corps, que nous appellerons le corps final, comme
illustré sur la figure 1.9. En pratique, afin de satisfaire cette hypothése en toute
circonstance, il suffit de considérer qu'un corps fictif supplémentaire est relié au
corps portant le point par une articulation fictive dont la coordonnée relative
associée est constamment nulle. Les repéres du corps fictif ajouté et du corps
porteur du point P ont donc la méme orientation.

Nous allons analyser trois approches récursives. Tout d’abord en effectuant
un parcours progressif, partant du corps de référence vers le corps final. Ensuite
en effectuant un parcours régressif, partant du corps final et remontant vers le
corps de référence. Finalement nous envisagerons une approche mixte dans
laquelle certaines grandeurs sont calculées en effectuant un parcours progressif
et d’autres selon un parcours régressif.

Nous comparerons les différents approches en terme de nombre d’opérations
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et discuterons l'intérét de chaque méthode. L’objectif de cette démarche est
de déterminer quelle est la méthode & utiliser pour générer des équations qui
nécessitent le minimum d’opérations pour le calcul des grandeurs cinématiques.

1.2.1 Position, vitesses et accélérations

F1G. 1.10 — Chaine de corps

En se basant sur la figure 1.10 et sur les définitions de vecteurs faites dans
la section 1.1.2, on peut écrire la relation suivante :

ph= > dif=.. +dlf+dV+d* (1.6)
i<k
olt p¥ est le vecteur position absolue du point de référence® O’* du corps
k, qui peut étre calculée en additionnant les vecteurs augmentés situés sur le

chemin menant de lorigine au corps k . Il y a plusieurs fagon d’effectuer la
somme de ces vecteurs augmentés. Nous en examinons deux.

3Le point de référence du corps k est 1'origine du repére solidaire du corps qui est située
au point d’ancrage de Particulation k sur le corps k
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F1a. 1.11 — Cinématique : parcours progressif

On peut additionner progressivement les vecteurs augmentés en partant de
Porigine et en parcourant le chemin qui conduit au corps final k. La somme
partielle correspond alors & chaque étape & la position absolue du point de
référence d’un des ancétres du corps final k.

Une autre facon d’additionner les vecteurs est de parcourir le chemin & I’en-
vers, en remontant du corps k vers le corps de base. Les sommes intermédiaires
ne sont alors plus des positions absolues, mais bien les positions relatives du
point de référence du corps final k£ par rapport & chacun de ses ancétres de plus
en plus éloignés. L’ancétre le plus éloigné est le corps de base et on obtient
finalement la position absolue du point de référence O'% du corps k.

Dans les sections suivantes, nous allons développer les expressions ciné-
matiques récursives, non seulement de la position, mais aussi des vitesses et
accélérations, angulaire et linéaire, en utilisant trois méthodes différentes.

Méthode progressive

La premiére méthode consiste donc & parcourir le chemin ch®0<"<f partant
de la base pour atteindre le corps final f dans le sens 'naturel’. Il faut cependant
noter que ce chemin est recherché a priori et construit en reculant & partir du
corps final et en notant les numéros des parents successifs contenus dans le
vecteur inbody.
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Les équations récursives suivantes sont développées sur base de la figure
1.11, qui représente un corps rigide ¢ attaché & un corps parent h via articula-
tion 4. Les positions, vitesses, etc. définies ci-dessous sont absolues, ¢’est-a-dire
qu’elles se rapportent au repére de base.

e Vecteur position :

p' =p"+d, (1.7)

e Vecteurs vitesse :

— angulaire :

W =W+ Q=W 4 Pl (1.8)
— linéaire :

(1.10)
e Vecteurs accélération :

— angulaire :

W' ="+ & g+ P (1.11)
— linéaire :

i b TR R Ry hi ~i i i

p=p +w +@"0")dl+2&"¥'¢ +v'G (1.12)

Sur base de ces équations, nous pouvons écrire le schéma de calcul progressif.
Toutes les grandeurs définies dans ce schéma sont exprimées dans le repére de

base {0, {I}}.

Initialisation :

p() :p() :w() :w() =0

R%Y = E. la matrice identité

Recursion :
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Forj=1:n
i = ch(j)
h = inbody(7);
Ro,i — RO,th,i
Tlh — R(),hdhi
z
pt=p" 47l

Wi = wh + ROl

orl = oM rih

p' = 5" +orl + R™ig’
Th — (:}hRO,h

d)i _ d)h 4 Thgoi(]i + R07i(piq'i
B ="+ "l 4 @orl + 2T + RO

end.

On notera que :

e des variables intermédiaires 7l et orl sont définies et utilisées & chaque
étape. Leur utilité est évidente : elles permettent d’éviter de recalculer
plusieurs fois les mémes expressions,

e il n’est pas nécessaire de définir de variable intermédiaire pour R%i¢’ car
' n’a toujours qu’une seule composante non nulle,

e les composantes des vecteurs d??, sont exprimées dans le repére du corps
h parent du corps ¢ et sont donc projetées dans le repére de base en
utilisant la matrice R%",

e cette matrice de rotation R*" est, en fait, calculée a I’étape j — 1.

Méthode régressive

La seconde méthode consiste a parcourir le chemin ch?<"</ en partant du
corps final f en en remontant vers la base. Le parcours se fait naturellement en
utilisant le vecteur inbody & chaque étape.

Les équations récursives suivantes sont développées sur base de la figure
1.12, qui représente un corps rigide ¢ attaché a son corps parent h via articu-
lation i. Les positions, vitesses, etc. définies ci-dessous sont les valeurs corres-
pondant au corps final f et relatives & ses différents ancétres. Il ne s’agit plus
ici des grandeurs absolues! Ainsi p*/ est le vecteur position relative du point
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R 1,
7 7 7 77 7
I1; Base: 0

FiG. 1.12 — Cinématique : parcours régressif

O'T par rapport au point O”. Le vecteur vitesse de rotation w®/ est le vecteur
vitesse de rotation du repére du corps f relativement au repére du corps i.

e Vecteur position :

p"/ =p +d¥, (1.13)
e Vecteurs vitesse :
— angulaire :
W = W' 4 QF = W' 4 Pl (1.14)
— linéaire :
ohf otf ~i i i
p =p +Q p7+y'¢ (1.15)
e Vecteurs accélération :
— angulaire :
ohf oif .
w =w +Q w4l (1.16)
— linéaire :
oohf oot f fi ~i ~1 i ~i otf i
P =p +(Q2+Q Q)p"+2Q p +¥'¢ (1.17)
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Sur base de ces équations récursives, nous pouvons écrire le schéma de calcul
régressif. Les grandeurs définies dans ce schéma sont exprimées dans un repére
différent & chaque étape; les vecteurs relatifs au corps ¢ et exprimés dans le
repére du corps ¢, sont projetés dans le repére du corps parent h par multi-
plication avec la matrice R™*, avant d’étre utilisés pour calculer le nouveau
vecteur relatif au corps parent h.

Initialisation :

pﬁf :pfyf :p'f-,f —uwhf =uhf =9

R’/ = E, la matrice identité

Récursion :
Forj=n:1
i = ch(j)
h = inbody(i);
Rf,h —_ Rf,iRi,]L
b = Rh,ipi,f
ph,f _ ’I"lh + dfzn

hi _ i
w=9q

Wl = Rhi,6F 4 ht
orl = oM i I
Ro" = RMipit
P = Ro" + orl + ¢'¢’
ol = R £ Qi T 4+ c,oi('ji
FoF = RS 4 Sl 4 oM RuP 4 ahior] + i
end.

On notera que :

e on définit aussi des variables intermédiaires rl et orl, utilisées & chaque
étape, mais elles ne sont pas identiques aux variables du schéma progressif.
Nous ne leur avons pas donné un nom différent car leur portée est trés
locale et le risque de confusion est trés limité.

e la matrice de rotation RY" n’est pas utilisée dans les étapes du schéma
régressif car, les projections se font dans le repére du corps parent h au
moyen de la matrice de rotation R™* de I’articulation 4,
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e ce ne sont plus les vecteurs d?!) p? et 1", mais les sommes partielles de
ces vecteurs qui sont projetées dans le repére du corps parent.

Discussion

Afin de comparer les démarches progressive et régressive, nous avons généré
symboliquement les équations nécessaires au calcul de différentes grandeurs ci-
nématiques relatives & un repére situé a l’extrémité d’un bras manipulateur
de type série & cing degrés de liberté. Les nombres d’opérations arithmétiques
et trigonométriques en virgule flottante nécessaires pour ’évaluation de ces
équations sont repris dans la table 1.1. Les opérations trigonométriques corres-
pondent aux calcul des sinus et cosinus des coordonnées relatives des articula-
tions rotoides. Le nombre d’opérations trigonométriques est le méme pour les
deux méthodes.

Progressive | Régressive
1|p 69 43
2| p R 73 75
3| p p 118 87
4| p, R, p, w, 122 130
5| p R, D, w, p, w 247 259

TaB. 1.1 — Comparaison des méthodes en terme de nombre d’opérations arith-
métiques et trigonométriques

Si les équations vectorielles récursives relatives a chaque méthode semblent
contenir un nombre d’opérations vectorielles tout & fait identiques dans les deux
cas, on constate, au vu de la table 1.1, que ce n’est pas le cas pour les équations
générées.

Afin de comprendre les différences, il faut examiner les équations des sché-
mas récursifs. On peut y constater que dans le premier schéma, la matrice de
projection R%" est nécessaire pour le calcul de toutes les grandeurs intermé-
diaires, ce qui n’est pas le cas dans le second schéma. Ceci explique avantage
de la seconde méthode pour les cas 1 et 3 de la table 1.1 ou la matrice de
rotation n’est pas demandée.

On remarque que dans les cas 4 et 5, la seconde méthode est légérement
moins performante que la premiére. L’explication se situe au niveau des pro-
jections. Dans la premiére méthode, les vecteurs projetés sont principalement
les vecteurs articulaires @ et %" qui sont (par convention de modélisation avec
ROBOTRAN) alignés avec un des axe du repére du corps ¢ et n’ont par consé-
quent qu’une seule composante non nulle. Ce n’est pas le cas dans la deuxiéme
méthode ou les vecteurs projetés ne sont généralement pas alignés avec un axe
du repére du corps ¢, et donc leur projection requiert plus d’opérations. Cette
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différence peut devenir prépondérante pour le calcul des vitesses et accélérations
linéaires sur de longues chaines cinématiques.

Il semble donc que le principal intérét de la seconde méthode concerne le
calcul de la position et éventuellement de la vitesse linéaire de 'extrémité d’un
chaine cinématique courte.

2224444

F1G. 1.13 — Structure arborescente

Il y a également une considération topologique & prendre en compte pour la
comparaison des deux démarches. Il s’agit des cas, relativement fréquents?, ot
on désire calculer les grandeurs cinématiques correspondant & plusieurs points
situés sur une structure arborescente, comme illustré sur la figure 1.13.

Dans ce cas, en utilisant la premiére méthode, toutes les informations re-
latives au corps 3 ne doivent étre calculées qu’une seule fois pour les deux
branches menant aux corps 6 et 7, étant donné qu’elles sont exprimées par rap-
port & la base. Cette économie n’est pas possible dans la deuxiéme méthode,
car les grandeurs relatives au corps 3 ne sont pas calculées explicitement.

4particuliérement dans le domaine des véhicules ol on peut trouver sur une méme chaine
cinématique des points d’ancrage d’amortisseur, des roues, etc.
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Cet avantage de la premiére méthode est décisif pour Iapplication a des
systémes plus complexes dans lesquels ce genre de situation est classique.

1.2.2 Jacobienne

La matrice Jacobienne est un élément trés utilisé dans I’étude des systémes
articulés. Il faut donc étre attentif & la complexité des équations générées pour
le calcul des éléments de cette matrice. Nous allons & nouveau examiner deux
méthode de génération et les comparer en fonction de la complexité des équa-
tions obtenues.

La Jacobienne correspond aux dérivées partielles des vitesses linéaire et
angulaire d’un repére par rapport aux vitesses généralisées. Les vitesses linéaires
P et angulaires w étant des vecteurs, On parlera de Jacobienne vectorielle de
translation, notée J; et d’orientation notée J,. La matrice Jacobienne est alors
la projection de ces Jacobiennes vectorielles dans un repére donné. Elle joue
un roéle essentiel pour le traitement des équations de contraintes provenant des
boucles cinématiques présentes dans beaucoup de systémes.

Les Jacobiennes vectorielles de translation et d’orientation du repére soli-
daire du corps 7 sont définie par la relation suivante :

op°
g7
i A ow'’

(£)-5(3)

J

i A
ij &
JJ/ =

ainsi :

Le développement des expressions des Jacobiennes vectorielles n’est pas
trivial. Ecrivons les expressions des vitesses linéaire et angulaire absolues du
corps 1 :

p/ =) (@"d +9'¢) (1.19)
iu<f

wl ="' (1.20)
i< f

L’expression de p’ nécessite quelques manipulations de maniére & mettre
en évidence les vitesses généralisées et ainsi, faire apparaitre les termes de la
Jacobienne :
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: 57 ghi i
pl = (> dl)+) (%)
Gi<f jj<i i<f
=2 @ > dhy+ ) (')
Ju<f iy <i<f i<f
= Z (QJ Z dgi—F’(/)j(jj)—F’(/)f(jf
J:a<f 1:j <i<f
=2 (@ > al+y) ) +wld
J:a<f y<a<f
avec : Z dM = p/f et h = inbody(i)

ij<i<f

Il est alors aisé d’écrire ’expression des Jacobiennes vectorielles de transla-
tion et d’orientation relative au repére du corps f :

W=¢ Y dity) =@ p o (1.21)
j<i<f

I =i (1.22)

Si 'expression de J, n’appelle aucun commentaire particulier vu sa sim-
plicité, il n’en est pas de méme de ’expression de J;. En effet, lors des ma-
nipulations destinées 4 mettre en évidence les vitesses généralisées ¢’, on voit
apparaitre le terme Zi:j<i§f d" qui n’est autre que p’/ le vecteur position
relative de 'origine du repére du corps final f par rapport a ’origine du repére
du corps j, un vecteur qui apparait naturellement dans ’approche régressive
développée précédemment. Dans [95], ce résultat est obtenu par application du
principe de superposition des vitesses.

Néanmoins, deux caractéristiques de cette méthode la rendent inutilisable
telle quelle pour le calcul de la Jacobienne :

e considérant d’une part que la méthode s’applique aux composantes de
la Jacobienne vectorielle projetée dans un repére donné, le fait que les
composantes des vecteurs p’/ ne sont pas toutes évaluées dans le méme
repére nécessite que ceux-ci soient projetés dans un repére commun et
donc que la méthode soit modifiée en conséquence. On dispose en fait
des matrices de rotations permettant de recalculer les composantes des
vecteurs connues dans les repéres locaux et de les exprimer dans le repére
du corps final. A la derniére étape, il suffirait alors de projeter & nouveau
toute la Jacobienne dans le repére de base, qui est généralement le repére
de travail pour la plupart des applications.
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o d’autre part, dans le cas des systémes & structure arborescente et pas
simplement linéaire, la méthode régressive n’est pas la plus indiquée si on
désire connaitre les Jacobiennes de plusieurs repéres sur la structure.

Nous allons donc d’une part, extraire des développements précédents une
expression récursive permettant de calculer la Jacobienne de translation par le
premiére méthode progressive, et d’autre part présenter une méthode hybride,
proposée dans [13], semi-progressive et semi-régressive éliminant quelques uns
des désavantages des deux méthodes précédentes.

Méthode progressive

L’extraction d’une formulation récursive de la Jacobienne vectorielle J; est
assez directe sur base de (1.21) :

. th ~hdhi i<
Ji] _{ t +<P z s1j L (123)

P’ sij=i
Cette formulation récursive est celle qui est proposée dans [12].
Ainsi, I'évaluation de la matrice Jacobienne par la méthode progressive ex-

primée dans le repére solidaire du corps de base est développée dans le schéma
suivant :

Initialisation :

R"Y = E, la matrice identité

JO = g9 — 0, un triplet nul

Reécursion :
Forj=1:n
i = ch(j)
h = inbody (i)
Ro,i — RO,th,i

,rlh — RO,hdhi
Fork=1:5-1

Jik = gk
end

J(’;] _ R07hg0i
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Fork=1:5-1

Tk = g gkl
end

Jz] — R(],h,ll)i

end.

On notera que :

e & chaque étape on calcule les composantes de la Jacobienne du repére du
corps courant, lesquelles sont réutilisées & ’étape suivante,

e dans le cas de la matrice Jacobienne d’orientation J,, il n’y a en fait pas
de calcul & faire si on considére que la matrice de rotation R%" et que la
multiplication R%"? n’est en fait qu’une sélection d’une ligne > de cette
matrice,

e dans le cas de la matrice Jacobienne de translation J;, ce calcul requiert
plusieurs opérations (Ji*rl),<; & chaque étape, ce qui conduit & une com-
plexité globale de I’ordre de O(n?/2) [12] pour le calcul de la Jacobienne
d’un repére situé a 'extrémité d’une chaine de longueur n.

Méthode hybride

En observant 1’équation (1.21), on réalise qu’on peut calculer J; en utilisant
une formule non récursive quasi aussi simple que pour J,, ce qui est naturelle-
ment plutét intéressant du point de vue du nombre d’opérations requises. Pour
cela, il faut toutefois disposer du vecteur position relative p?f pour le calcul
de chaque colonne j de la matrice Jacobienne. Ce vecteur peut étre facilement
obtenu récursivement par une méthode basée sur un parcours régressif comme
nous l'avons montré dans la section précédente. Toutefois, dans la méthode
purement régressive, les composantes pj f du vecteur qui nous intéresse sont, ex-
primées dans le repére local & chaque étape, comme nous ’avons fait remarquer
ci-dessus.

De maniére 4 obtenir ces composantes dans le repére de base & chaque
étape, nous allons procéder en deux phases. Tout d’abord nous effectuons un
parcours progressif de la chaine cinématique de maniére a générer les matrices
de rotations nécessaire pour la projection des vecteurs articulaires locaux dans
le repére de base, comme c’est le cas dans la méthode progressive. Le parcours
régressif est alors fait dans la seconde phase, lors de laquelle sont calculées les
composantes p’/ exprimées dans le repére de base, ainsi que les colonnes de la
matrice Jacobienne de translation J;.

5car le triplet ¢! ne contient qu’une seule valeur non nulle, laquelle vaut I'unité, selon les

conventions de modélisation de ROBOTRAN
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Le schéma de calcul hybride proposé est alors le suivant :

Initialisation :

R%Y = E, la matrice identité

pO:pozwozwozo

Parcours progressif :

Forj=1:n
i = ch(j)
h = inbody(i)
Ro,i — RO,th,i
JZ _ RO,'L'SO'&
end.

Parcours régressif :

Forj=n:1
k=n—j5+1
i =ch(k)

h = inbody(7)
’f'lh — RO,hdhi
ph,,f — pt,f + rlh,
JZ — RO,h,(/)i _ ﬁi7f(RO7h@i)

end.

On notera que :

e la complexité du calcul de J; est maintenant d’ordre O(n)!

e les colonnes de la matrice J, peuvent indifféeremment étre calculées dans
la premiére ou la seconde étape, tout comme les variables auxiliaires 71"

Discussion

Ici aussi, nous avons généré symboliquement les équations nécessaires au
calcul des Jacobiennes relatives & un repére situé a l'extrémité du méme bras
manipulateur série & cinq degrés de liberté. Les nombres d’opérations en virgule
flottante nécessaires a I’évaluation de ces équations sont repris dans la table 1.2.

On constate que la méthode hybride d’ordre O(n) est plus économique,
comme on ’avait déji observé au niveau des équations vectorielles. Dans la cas
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Progressif | Mixte
1|p J 117 100
2| p,p, w, J, 164 149

TaB. 1.2 — Comparaison des méthodes en terme de nombre d’opérations

de I'exemple considéré, le gain est de I'ordre de 15%. La différence sera d’autant
plus importante que la chaine cinématique considérée sera plus longue.

Toutefois, la remarque, déja faite dans la discussion précédente et concer-
nant le cas de I’évaluation de plusieurs Jacobiennes relatives a différents re-
péres d’une grande structure linéaire ou arborescentes reste d’application ici.
La caractéristique de la premiére méthode qui produit naturellement toutes les
Jacobiennes relatives aux repéres intermédiaires (et toutes exprimées dans le
méme repére de base) constitue un avantage indéniable.

Ainsi, on préconisera I'utilisation de la premiére méthode basée sur un par-
cours progressif dans le cas de structures complexes arborescentes.

La seconde méthode reste néanmoins avantageuse dans les applications im-
pliquant un systéme ayant une topologie linéaire ou arborescente avec une
branche commune courte ou si on désire calculer la matrice Jacobienne d’un seul
repére, ce qui est typiquement le cas pour les modéles dynamiques de controle
de robots.

1.3 Génération des équations du mouvement

1.3.1 Meéthode récursive de Newton-Euler

Pour obtenir les équations du mouvement sous forme récursive, nous allons
nous baser sur les équations de Newton-Euler (9) et (10).

Pour cela nous devons connaitre les accélérations linéaires et angulaires des
corps. En nous basant sur la figure 1.14 et en réutilisant les équations relatives &
la cinématique du corps 7, nous pouvons écrire les expressions suivantes relatives
aux position, vitesses et accélérations de son centre de masse G°. Celui-ci est
localisé dans le repére {O'", {X'}} solidaire du corps i par le vecteur d¥ =

- L,
O"G", dont les composantes sont constantes dans {X"}.

x' =p' +d", (1.24)
X =p' +& . 4" (1.25)
X' =p' (@ +@' @) d" (1.26)

Ecrivons les équations du mouvement d’un corps ¢ sous forme vectorielle en
nous basant sur la figure 1.15.
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e

corpsi

F1a. 1.14 — Corps ¢ — cinématique

Equations de translation du corps i, sous forme vectorielle :

F' - F 4+ Fl, +mig=m'x' (1.27)

JET

ott F', defini dans (1.1.4), représente la force (résultante) appliquée par
Iarticulation 4, sur le corps i au point d’ancrage O"* de celui-ci sur son parent®,
comme l'indique la figure 1.15, F!_, est la résultante des forces extérieures
(hormis la gravité g) appliquée au centre de masse G* du corps i, et Zj cr
représente une somme sur ’ensemble des corps enfants attachés au corps ¢ (j
et k sur la figure 1.15).

Afin d’écrire 'équation (1.27) de fagon plus compacte, il est intéressant de
définir les grandeurs suivantes :

60n notera que ces conventions adoptées pour "implémentation dans ROBOTRAN sont
différentes de celles qui sont utilisées dans [13]
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Fia. 1.15 — Corps ¢ — dynamique

J R U (1.28)
B g (1.20)

1>

avec g, le vecteur gravité.

En utilisant (1.12), nous écrivons la relation (1.29) de facon récursive :
ol =al +8MadM 128" Yig 4 (1.30)
Ces définitions nous permettent d’écrire (1.26) sous la forme :
¥ —g=a'+p'd" (1.31)
En utilisant ’équation (1.31), on peut réécrire (1.27) comme ceci :

F' = Z F/ +m' (o' + B'd") - Fi,,

JET
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ou encore

F'o= Y F+W (1.32)
JjEr
avee Wi 2 mi (o' 4+ B"d") - Fi_,

De méme, les équations de rotation du corps ¢ par rapport & son centre de
masse G* (équation d’Euler (10)) s’écrit, :

L' - LI 4Li, —d"F - (d/-d)F =To' +&' T'w' (1.33)
j€T j€t
La définition de W* nous permet d’écrire de facon plus concise I’équation
de rotation du corps i par rapport & son centre de masse comme ceci :

L= (L di P+ d WL 4T e 45 T’ (134)

JET

Les forces généralisées articulaires Q" sont obtenues par projection sur les
axes des articulations :

Q' =F " + L' ¢’ (1.35)

Les équations (1.32) et (1.34) pourront étre générées de fagon récursive,
partant des corps terminaux et en remonant vers la racine du systéme. Cela
correspond au parcours récursif inverse du formalisme de Newton-Euler, qui
produit la forme implicite (1.36) du modéle dynamique inverse (aprés projection
des grandeurs sur les axes des articulations).

1.3.2 Formulation implicite

Q=2(q,4,4,...) (1.36)

Cinématique

Le schéma de calcul sous forme vectorielle peut-étre consulté dans [13].
La programmation de ce schéma de calcul requiert que les expressions soient
exprimées en terme de composantes dans les repéres des corps ¢ & chaque étape.
On utilisera alors la forme matricielle suivante :
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Initialisation :

a®=—g,=u"=0

Récursion :
For i =1 : Nbody
h = inbody ()
wi — Ri,hwh, + SDL q.i
o = B (@3 ) 4 o
B =o'+ o'
o = RUM(al 4 g dl) + 200 g+ g

end.

Dynamique

La formulation récursive sous forme vectorielle découle directement des
équations (1.32) et (1.34) et est également reprise dans [13].

La programmation de ce schéma de calcul requiert que les expressions soient
exprimées en terme de composantes dans les repéres des corps ¢ & chaque étape.
On utilisera alors la forme matricielle suivante :

For i = NP : 1
Wi _ mi(ai + ﬁ’i dL’L _ Feia;t
F'=) RYF +W'

Jjer
=% (Rz‘,j L7+ d9 RV Fj)
JjET
+Jii Wi— Lt 4 It + oW

ext
end.

Les équations articulaires sont alors obtenues par projection sur les axes des

articulations :
Qi = (W‘)T Fig (@i)T I

La projection consiste en pratique & choisir parmi les six composantes de
force {F* L'} celle qui correspond & la direction et au type de 'articulation.
Les cinq autres composantes appelées composantes de réaction sont reprises par
la structure du systéme.

Nous illustrerons les conséquences de ces projections en terme de nombre
d’opérations dans la section Applications de ce chapitre.
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1.3.3 Formulation semi-explicite

En modifiant le schéma de calcul de Newton-Euler afin d’isoler les accéléra-
tions articulaires [17], il est possible d’obtenir la forme semi-explicite suivante
des équations du mouvement :

M(q)ij+c(qv (j7FSZt7L€It7g) = Q (137)

Il s’agit d’'un systéme linéaire d’équations ol apparaissent la matrice de
masse généralisée M (q), les accélérations généralisées articulaires ¢ , le vecteur
¢ qui contient les termes de Coriolis, gyroscopiques et de gravité, ainsi que
les forces et couples externes et, les forces généralisées articulaires Q. Pour
obtenir explicitement les accélérations, il suffit de résoudre ce systéme linéaire
d’équations.

Cinématique

En isolant les accélérations dans les équations (1.11), (1.28) et 1.30, nous
obtenons les nouvelles expressions de w’, 3 et o :

W= > O +wl (1.38)
kik<i

g'= ) Biii*+8. (1.39)
kik<i

o= > AV +al (1.40)
kik<i

La programmation de 'algorithme de génération requiert que les grandeurs
vectorielles soient projetées dans les repéres des corps auxquels elles se rap-
portent”. Ce qui conduit au schéma de calcul suivant [17] :

Initialisation :

0 __ .0 _ -0 _
Q= —g; W *wc*O

O = Ak =0 (Vi=0:N"¥ Vk=0:1i)

Reécursion :

TPar exemple : ¢ = [X1 Tyt dbi = [XPTdhi, ..
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For i =1: Nbody
h = inbody (%)
wi — Ri,hwh 4 (pz ql
Bl=wl+a'w
Fork=1:14
Alfy = R (ARE + OF dt) + 6%
ot 6" =1sik=i, 0sinon

end
end.

Dynamique

Afin d’obtenir la matrice de masse M et le vecteur ¢ (équation (1.37)), les
expressions de F* et L* sont également modifiées pour y mettre en évidence les
accélérations généralisées G* :

F' =Y Fifii*+F. (1.41)
k

Wi=> Wi i + W, (1.42)
k

L'=> L + L (1.43)
k

Les termes portant les indices s et . sont les constituants, respectivement,
de la matrice de masse M et du vecteur c. Ils peuvent étre calculés de facon ré-
cursive en introduisant les relations (1.38), (1.39) et (1.40) dans les expressions
de F' (1.32) et de L’ (1.34).

Tout comme pour la partie cinématique, la programmation de ’algorithme
de génération requiert que les différentes grandeurs soient projetées dans les
repéres des corps auxquels elles se rapportent. Nous considérons que F(,, et
L, sont les composantes des forces et couples externes appliqués au corps @
dans le repére {X"} de celui-ci.

Nous obtenons alors le schéma suivant, :
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For i = NYodv . 1

We =m'(ac+ fe(z" +d") — Fiyy
Fi =Y RYF]+W,

jET

Li= 3" (RY Li+d0 R FL) 4 d Wi = Ly + T+ &' T
jET

Fork=1:4

Wii =m' (A + O3 d7)
Fif = 30 (R R+ i)

JET
L =" (R Ly +d9 B9 FJF) + i wi + 10}
JjET

end
end.

Tout comme pour la formulation implicite, nous obtenons finalement les
équations du mouvement articulaires en projetant les équations vectorielles
(1.41) et (1.43) sur les axes des articulations. Dans ce cas ci, nous obtenons
les termes de ’équation i du systéme semi-explicite (1.37) en projetant les
grandeurs F., L. , Fis et Lys sur axe de Particulation i :

cwy =) Fi+ (o) L Vi, (1.44)
My = () Fid+ (o) L VietVj:j<i. (1.45)

Nous pouvons donc écrire I’équation ¢ du mouvement du systéme (1.37) sous
la forme suivante :
> M) @ + ey = Qi (1.46)

J

La matrice de masse généralisée M ainsi obtenue est symétrique et définie
positive. Démontrer cette affirmation est assez difficile & cause de la nature
récursive de la méthode utilisée [13]. Cette propriété de la matrice de masse
va étre mise & profit dans le choix de la méthode de résolution du systéme
d’équations (1.37).

8par symétrie de la matrice de masse
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1.3.4 Modéles dynamiques directs explicites

La génération explicites des expressions des accélérations® nécessite la ré-
solution du systéme d’équations du mouvement (1.37) obtenu par 'utilisation
de la formulation semi-explicite. Toutefois, lorsque la cinématique de certaines
articulations est imposée, il n’est pas nécessaire de recalculer les valeurs des
accélérations relatives & ces articulations, étant imposées a priori. Une procé-
dure de réduction peut alors étre appliquée avant résolution. En répartissant
les coordonnées généralisées en deux ensembles ¢; et g. selon qu’elles sont, libres
ou commandées, on peut récrire le systéme d’équations (1.37) comme ceci :

(e ) (@) ()~ (8) =0 an

Les valeurs des accélérations commandées étant connues, on peut alors re-
définir une matrice de masse réduite M, et un terme indépendant réduit F;.
comme ceci :

M, = My et F,. = (Cl - Ql) — My Ge (148)

Le systéme linéaire d’équations utilisé est alors le suivant :
M,g+F. =0 (1.49)

Reésolution du systéme d’équations

Afin d’obtenir explicitement les accélérations généralisées libres ¢§;, nous
utilisons une méthode directe de résolution de systéme linéaire d’équations.
Nous procédons en deux étapes pour la résolution [1§].

D’abord nous factorisons la matrice de masse en utilisant une méthode
qui tire profit de sa symétrie. Deux méthodes classiques[18], largement utilisées
peuvent étre utilisées pour cela : la méthode de Cholesky ou la méthode LDLT .
Ces deux méthodes ont une complexité O(n3/6).

Ensuite nous résolvons le systéme d’équations par éliminations successives,
en profitant de la forme triangulaire des matrices obtenues aprés factorisation.

Factorisation de Cholesky GG7 La décomposition de Cholesky peut étre
appliquée a toute matrice A symétrique et définie positive. Elle permet de cal-
culer la matrice triangulaire inférieure G telle que A = GG Dans I’algorithme
que voici, le terme a;; est remplacé par g;; pour @ > j.

Fork=1:n
k—1
Akl = (akk _ Zaip)l/Z
p=1

91esquelles sont fournies directement lorsqu’on utilise des formalismes O(N).
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Fori=k+1:n

k—1

air = (air — Y Gip Okp) /akk

p=1

end
end

Factorisation LDLT Cette méthode ne nécessite pas d’extraction de racine
carrée. Elle permet de calculer les matrices L et D = diag(dy, . .., d,) telles que
A= LDL". Dans I’algorithme que voici, le terme ai; est remplacé par l;; pour
1> j et par d; sii=j.

Fork=1:n
Forp=1:k—-1

Tp = dp app

end
k-1

dk = ik — E Qkp T'p
p=1

Fori=k+1:n

k—1

aix = (@i — Z aip Tp) [ di

p=1

end
end

Dans I'implémentation de ce schéma, des variables auxiliaires sont créées
pour contenir les inverses des termes diagonaux dj et les n divisions par dy
sont remplacées par des multiplications par I'inverse de di. Ceci ne réduit pas
le nombre d’opérations mais seulement le nombre de divisions, lesquelles sont
des opérations plus coliteuses que toutes les autres opérations arithmétiques.

Reésolution La résolution d’un systéme d’équations Ly = b dont la matrice
L a une structure triangulaire inférieure et une taille n x n peut se faire selon
la méthode de substitution directe que voici [18] :
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For i=1:n

Y = b;
For j=1:9-1
Yi =yi —lij y;
end
yi = yi/lii

end

En pratique, les termes [;; provenant d’une factorisation LDL” ou LU sont
unitaires, la division par [/;; est donc inutile.

La résolution d’un systéme d’équations Uz = y dont la matrice U a une
structure triangulaire supérieure et une taille n xn peut se faire selon la méthode
de substitution inverse que voici [18] :

For t=n:1
T =Yi
For j=i4+1:n
Tij = Ty — Uij Ty
end
end

Lorsque la factorisation LDL” est utilisée, les termes u;; de la matrice U
sont en réalité les termes dj, de la matrice diagonale D. Dés lors la division par
u;; est remplacée par une multiplication par l'inverse de di qui a été stocké
dans une variable auxiliaire lors de I’étape de factorisation.

Ces deux éliminations ont chacune une complexité de l'ordre de O(n?/2)
opérations, soit O(n?) pour les deux.

n LDLT | Cholesky

5 113 110
10 628 595
20 3858 3690

50 49148 47975
100 | 363298 358450
200 | 2786645 | 2766900

TaB. 1.3 — Comparaison des méthodes en terme de nombre d’opérations
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Discussion Afin de comparer les deux méthodes de factorisation, nous avons
généré avec ROBOTRAN la solution symbolique d’un systéme d’équations li-
néaires de type Ax = b. Les chiffres repris dans la table 1.3 correspondent aux
nombres d’opérations & effectuer pour factoriser la matrice A et pour résoudre le
systétme LDLTz = b ou GGTx = b respectivement. On remarque que le nombre
total d’opérations de la méthode de Cholesky n’est inférieur que de quelques
pour cent pour des matrices de taille N < 200, cependant elle nécessite N di-
visions et N extractions de racine carrée de plus que la méthode LDLT. Cela
constitue un léger désavantage pour des petits systémes. En effet les divisions et
les extractions de racines carrées sont des opérations relativement plus lourdes
que les multiplications ou les additions.Hormis ces petites différences caractéris-
tiques, il n’y a pas d’arguments décisifs, en termes de comportement numérique
par exemple, permettant de distinguer ces méthodes, leur complexité théorique
O(n?/6) étant identique.

Ces deux méthodes sont disponibles dans ROBOTRAN mais par défaut, nous
utilisons la méthode LDLT pour factoriser la matrice de masse M, résoudre le
systéme d’équations du mouvement, et, obtenir explicitement les accélérations
généralisées §.

1.4 Forces articulaires

Dans lécriture (1.37) du systéme d’équations du mouvement que nous uti-
lisons, le terme @ qui se trouve dans le membre de droite correspond au vec-
teur des forces généralisées articulaires. Ces forces articulaires peuvent provenir
d’éléments actifs ou passifs localisés dans les articulations.

Qu’il s’agisse des couples développés par les actionneurs d’un robot, ou des
forces élastiques ou de frottement dans des articulations non idéales, le calcul
de ces efforts nécessite la plupart du temps ’évaluation d’'un modéle spécifique
a fournir par l'utilisateur du modéle généré par ROBOTRAN.

Nous proposons donc d’insérer parmi les équations du modéle, une équation
Q = fctext(q,q,t,...) qui fait appel & une routine externe. Celle-ci sert alors
d’interface entre les équations dynamiques du systéme mécanique et les équa-
tions nécessaires au calcul des efforts articulaires. Cette routine regoit entre
autres arguments les valeurs des coordonnées et des vitesses articulaires, ainsi
que la valeur du temps de simulation. Elle renvoie un tableau @ qui contient
toutes les valeurs des forces articulaires du systéme.

Cette technique est également utilisée pour l'introduction aisée des forces
extérieures appliquées sur des corps du systéme.
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1.5 Forces extérieures

Dans cette section nous allons nous intéresser aux forces (et couples) exté-
rieures qui peuvent étre appliquées sur chaque corps, et dont la résultante est
notée Fep (Leyt) dans les équations de la dynamique 1.37. Ces forces peuvent
provenir d’une interaction entre le systéme et son environnement ou entre dif-
férents corps du systéme.

Les cas de contacts avec I’environnement sont innombrables, mais citons
tout de méme les véhicules qui roulent sur le sol, les robots manipulateurs
ou marcheurs qui touchent leur espace de travail avec leur préhenseur ou leurs
pattes. Dans certains cas 'interaction peut avoir lieu sans contact, comme pour
les ailes d’un avion ou les pales d’un hélicoptére.

Un cas typique d’interaction entre différents corps d’un systéme est celui
des suspensions de véhicule. En effet, il arrive souvent que les éléments de
suspensions, le ressort et l'amortisseur, ne soient pas modélisés comme des
corps du systéme, mais uniquement comme des éléments qui transmettent des
forces sur le chéassis et sur un bras de suspension du véhicule.

Quelle que soit la nature de l'interaction, la force appliquée sur le corps
dépend généralement de ’évaluation d’un modéle constitutif dont ’évaluation
nécessite la connaissance des conditions d’interaction.

Nous proposons ici de calculer ces conditions d’interaction, sur base de gran-
deurs cinématiques relatives aux corps impliqués. Nous proposons trois inter-
faces permettant de traiter la plupart des types d’interactions rencontrés en
pratique dans I’étude des systémes articulés.

1. Nous considérons tout d’abord le cas général ot un point d’application
peut étre identifié (ou choisi), nous proposons de fournir toutes les infor-
mations cinématiques relatives & ce point d’application.

2. Nous considérons ensuite le cas des interactions entre deux corps dans
laquelle une ligne d’application de la force est définie par deux points
d’applications appartenant & chacun des corps impliqués.

3. Finalement, nous considérons le cas particulier des systémes ayant une ou
plusieurs roues en contact avec le sol. La cinématique de la roue est alors
un élément indispensable & I’évaluation du modéle constitutif du contact
roue/sol.

Dans la plupart des cas les composantes des forces et couples extérieurs
fournies par I’évaluation du modéle constitutif sont exprimées dans un repére
différent de celui du corps. La connaissance de la cinématique du corps impli-
qué et du repére de référence dans lequel sont exprimées les forces et couples
extérieurs, nous permet de calculer les composantes dans le repére du corps et
éventuellement les couples de transport vers le centre de gravité, pour satisfaire
aux conventions utilisées.
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1.5.1 Forces de contact

FiG. 1.16 — Force appliquée sur un corps en un point

Nous traitons ici du cas ol un corps ¢ est soumis & une force extérieure de
contact F; (et éventuellement un couple L.;) appliquée en un point d’applica-
tion P identifiable dont les coordonnées sont connues ou peuvent étre calculées
dans le repére du corps ¢. La situation correspondante est illustrée sur la figure
1.16. Nous considérons dans ce cas que les composantes des forces et couples
éventuels appliqués au corps ¢ sont fournies par I’exécution d’une fonction ex-
terne qui implémente un modéle constitutif de I'interaction entre le corps et le
monde extérieur. On considére que ces composantes seront exprimées dans le
repére de base. Dans ce cas nous proposons de :

1. calculer toutes les grandeurs cinématiques absolues p*, R*0, p*, w*, etc.
relatives au point d’application pa identifié, qui sont nécessaires & 1’éva-
luation du modéle constitutif de Iinteraction. La méthode progressive
présentée dans la section 1.2.1 sera utilisée. Notons qu’un corps fictif k&
sera défini & la position d¥ correspondant au point d’application selon la
convention définie pour le calcul des grandeurs cinématiques. La matrice
de rotation R* est égale & la matrice R* de rotation du corps i.
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2. évaluer la fonction externe qui calcule les composantes de forces et couples
appliquées sur le corps. En regroupant les composantes de forces et de
couples dans une méme entité Wr on peut écrire une équation correspon-
dant & ’évaluation du modéle de contact implémenté dans une fonction
externe :

Wr = fetext(p®, R*O p* Wk, ... t) (1.50)

avec Wr = {Fy, F5, F3,L1, Lo, L3} ou F; est la composante de F,; selon
il, etc.
3. finalement, calculer les composantes F,, et L , des forces et couples
extérieurs équivalents appliquées sur le corps ¢ en son centre de gravité,
en tenant compte du transport de la force du point d’application P au
centre de gravité du corps 7 :

Fly = R" Fy (1.51)
Li,, = RFY Loy + (d%* — d¥) x F', (1.52)

1.5.2 Forces de liaison point & point

Nous considérons ici le cas de deux corps reliés par un élément actif ou passif.
Celui-ci applique une force sur chacun des corps i et j aux points d’ancrage
respectivement A et B. Cette force est d’ailleurs appliquée selon la direction de
la droite joignant les points d’ancrage.

La configuration générale du systéme est décrite sur la figure 1.17

Les vecteurs positions des points A et B peuvent étre calculés en utilisant
les schémas récursifs présentés dans la section 1.2.1.

Le vecteur z et sa dérivée temporelle z peuvent étre calculés facilement :

a b ca cb
z=BA=p"—-p’=p“-p
. . a . b . ca - cb
z=BA=p"—-p’=p“-p

On peut calculer le vecteur z soit en utilisant les vecteurs positions absolues
p® et p® des points A et B, soit en utilisant leurs positions relatives par rapport
au point de référence O’¢ d’un corps ¢ défini comme le dernier ancétre commun
des corps i et j. Il peut étre différent du corps de base si les chaines cinématiques
ont une branche commune, comme c’est le cas sur la figure 1.17. La décision
concernant le choix le plus approprié du corps de référence sera prise en fonction
de 'ensemble des caractéristiques du systéme étudié.

1. Nous calculons la distance Z entre les points d’ancrage A et B ainsi que
la variation temporelle Z =z -z/Z de cette distance.
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Fi1G. 1.17 — Forces de liaison entre deux corps

2. Pour calculer 'intensité scalaire de la force F, on fait généralement appel &
une routine extérieure. Nous désignons ici fctext cette routine qui évalue
les équations constitutives correspondantes. Outre la longueur Z et sa
dérivée Z, le modéle constitutif de 'interaction peut nécessiter d’autres
paramétres comme la valeur du temps ¢ ou la valeur de variables d’états
x, relatives & la dynamique interne de 1’élément de liaison, ou encore des
valeurs de commande u, dans le cas d’un élément actif.

F = fetext(Z,Z,t,x,,uz) (1.53)

3. 1 reste finalement & calculer les forces et couples de transport a appli-
quer au centre de gravité des corps ¢ et j pour prendre en compte leur
interaction.
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Z
F=F= 1.54
. (150
FZ.Lt =F L;a:t = (d;a - d”) X F;I,t (155)
Fgmt =-F Lirt - (djzb - djj) X 7ngt (156)

Dans certains cas, les équations constitutives sont relativement simples et
pourraient étre introduites directement parmi les autres équations du modéle
plutot que de faire appel & une routine extérieure. Toutefois, cela nécessiterait
de proposer une librairie de modéles constitutifs, ou de proposer un module
symbolique multidisciplinaire permettant de générer des modéles d’éléments de
liaisons. Nous ne présentons pas les différentes possibilités dans le cadre de ce
travail.

1.5.3 Forces de contact pneu/sol

Dans le domaine des systémes articulés, on est trés souvent amené a modé-
liser des véhicules a roues équipées de pneumatiques. L’étude des interactions
entre les roues du véhicules et le sol et, leurs conséquences sur le comportement
du véhicule, est trés souvent une des motivations principale pour la modéli-
sation du systéme. Il s’avére donc utile de pouvoir générer symboliquement
les grandeurs cinématiques nécessaires a l’évaluation d’'un modéle de contact
pneu/sol, afin de pouvoir produire des modéles symboliques complets pour la
simulation de véhicules [96].

Nous présentons dans ce qui suit une méthode permettant de déterminer la
cinématique du contact pneu/sol sous certaines hypothéses que voici :

e la roue est un corps relié a son parent par une articulation rotoide dont

I’axe est aligné sur le deuxiéme axe Y, du repére,

e la roue est considérée du point de vue géométrique, comme un disque sans
épaisseur, dont le rayon r,, varie en fonction de I’écrasement de la roue
réelle,

e le point de référence du corps est le centre de la roue,

e le contact entre la roue ’disque’ et la sol est considéré comme ponctuel et
ce point de contact @ est unique,

e du point de vue dynamique, les efforts normaux et de friction distribués
dans la galette de contact entre la roue et le sol sont remplacées par une
force et un couple résultant appliqués au point de contact Q,

e le sol est considéré comme infiniment rigide, nous négligeons donc sa
déformation,

e le profil du sol est donné par la fonction'® z,,; = wu(z,y) continue et
dérivable, ot x et y sont des coordonnées selon les deux premiers axes du
repére de base, zs,; étant la hauteur du sol correspondante.

10de classe C!
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Conventions et Définitions
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Fic. 1.18 — Cinématique de la roue

Afin de déterminer la position absolue du point de contact @, nous allons

nous aider de la figure 1.18. Sur cette figure, nous illustrons un ensemble d’élé-
ments utiles relatifs & la roue réelle en rotation, et au disque géométrique.

e Le repére associé au corps réel est noté {Y} et le repére {X} est associé

au disque et est obtenu en fixant arbitrairement & zéro I’angle de rotation
de la roue par rapport a son corps parent. Les deux premiéres hypothéses
impliquent que le repére {X} a exactement la méme orientation que celui
du corps parent de la roue. Ces deux repéres n’ont pas nécessairement la
méme origine car le vecteur position relative de I’articulation de la roue
d" o i est I'indice de la roue, n’est pas forcément nul.

L’angle 6 et le rayon variable du disque 7, sont introduits pour localiser
le point de contact @ dans le plan de la roue {X1,X3}.

Le repére {’i‘}, appelé 'repére tangent’; est localisé au point de contact Q.
Son vecteur T est tangent au disque, Ty est paralléle & I'axe de la roue
Ys et Th est aligné sur le vecteur Cfﬁ On peut donc écrire les relations
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suivantes :
Iy = G_é =1y T3 7y >0 (1.57)
[T] = Ry(9)[X] (1.58)
A c 0 —sv c 2 cos
avec Re()=| 0 1 0 ol A (1.59)
s 0 ¥ s = sind

e pour plus de concisions on note 7. les composantes du vecteur ry, dans
R . 0
le repére {T} :ree = 0

—Tw

________
- ~
- ~

-

L S,

Fi1G. 1.19 — Variables r,, et 6

—
e la position absolue du point @ est donnée par le vecteur pey = OQ) avec :

Uy
17 e (1.60)
us3

Pet (¢, 7w, 0) = P (q) + Tu(q) = [I

—
e la position du point de contact P sur le sol est donnée par le vecteur OP :
opP =" y (1.61)

e Nous utilisons également un repere {é} appelé repére au sol, localisé au
point de contact P. Son axe 83 = fig est normal au sol, son axe 51 est

égal a 'axe T1, et son axe S, est simplement tangent au sol et vérifie la
relation SQ = S3 X Sl
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e le vecteur ng peut étre calculé par I’expression suivante :

1 - —,um(x,y)
ity = 2 1) s (zy) (1.62)
\/1+u; (z,y) + py (2, 9) 1
;A Op RN
avec f, = — et u, = —

ox vy

(1.63)

Le probléme consiste alors & rechercher les valeurs des quatre variables z, y, 6
et ry, introduites ci-dessus, telles que les conditions suivantes soient satisfaites :
e les points @ et P sont confondus :

91(,y,0,7,) = 0Q = OP (1.64)

e la tangente & la roue au point de contact est perpendiculaire & la normale
au sol :

g2(2,y,0,7) =T1 -85 =0 (1.65)

On trouvera un développement plus complet des équations (1.64) et (1.65)
dans [13]. Celles-ci sont généralement non-linéaires et peuvent étre résolues
itérativement pas une méthode numérique de type Newton-Raphson.

Point de contact sur sol plat

Lorsque le sol est plan, nous proposons d’introduire la solution analytique
dans les modéles de contacts générés. Les développements géométriques suivant
sont proposés pour étre utilisés dans ce contexte uniquement. Toutefois, cela
couvre la plupart des applications relatives aux véhicules routiers.

Dans une premiére étape nous recherchons la valeur de ’angle 6.

Pour cela nous allons utiliser la matrice de rotation R*° qui vérifie la re-
lation suivante [X] = R*°[I]. Cette matrice donne 'orientation du repére fixé
au disque géométrique par rapport au repére de référence.

Cette matrice peut également étre obtenue par composition successive de
trois matrices de rotation élémentaire.

1. La premiére rotation est effectuée autour de 'axe vertical I5, selon un
angle ¢ appelé angle de lacet de la roue. Cette matrice de rotation cor-
respond & la matrice de passage du repére de référence au repére au sol :

[S] = Rs(¢)[T].

0
R3(¢) = —sin(¢{) cos(¢) 0 (1.66)
1



1.5. FORCES EXTERIEURES 91

2. La seconde rotation est effectuée autour de I’axe tangent au sol Sl, selon
un angle ¢ appelé angle de cambrure ou inclinaison de la roue. Cette
matrice correspond & la matrice de passage du repére au sol au repére
tangent :[T] = R'(¢)[S].

1 0 0
Ri(p)=1 0 cos(p) sin(p) (1.67)
0 —sin(p) cos(p)

3. La derniére rotation est effectuée autour de Paxe de la roue disque Yo,
selon un angle —J appelé angle d’enroulement de la roue. Cette ma-
trice correspond a la matrice de passage du repére tangent au repére du
disque :[X] = R2(—9)[T]. Remarquons que cette matrice est exactement
la transposée de la matrice Rs (1) présentée plus haut. Nous continuerons
donc & utiliser I’angle ¢ définit plus haut.

cos(¥) 0 sin(v)
Ro(—9) = 0 1 0 (1.68)
—sin(d¥) 0 cos(¥)
Le produit de ces trois matrices de rotations successives donne la relation sui-
vante :

R"°(q) = RY (9).R1(¢).Rs(C)

11 Ti2  T13 cicC + spsvis¢  c¥sC — spsie(  cpsd
21 T2 T23 = —cpsC cpcg sp
r31 T3 133 —s9cC + spcds¢  —s9sC — spcde  cpct

L’utilisation de quelques relations trigonométriques inverses nous permet
d’extraire les trois angles de ’expression de la matrice R*%(q) :

¢ = arcsin(raz) = atan2(ras, /135 + 1r23)
cos(p) = /725 + 13, = /1 —sin(p

sin(p) =
Y = —atcm2( r13,733)
tan(19 13/7’33

)=
)

cos(¥) = 1/4/(1 + tan(9)?)
sin(¥) = tan(?) cos(1})
= atan2(—ra1, r22)

¢
cos(C) = r22/ 7‘%1 + 7"52

sin(¢) = —7r21/ 7“%1 + 7’52
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La seconde étape consiste alors & calculer la valeur du rayon r,, nécessaire
pour calculer la position du point Q.

Si le sol est plan, la hauteur zs,(x,y) est constante, et le rayon de contact
est situé dans le plan {Sg, Sg} ce qui rend le probléme relativement trivial :

rw = (P - S5 = Zso(2,y))/ cos(p) (1.69)

On notera que :

e une valeur du rayon r,, supérieure & la valeur nominale r,,,, du rayon de
la roue signifie qu’il n’y a pas de contact avec le sol.

e il est possible de travailler avec un sol de hauteur variable en prenant les
deux premiéres coordonnées du centre de la roue pour évaluer la hauteur
du sol. Ce calcul n’est plus strictement correct mais peut constituer une
approximation satisfaisante dans une multitude de cas si 'angle d’incli-
naison de la roue est faible et si la surface du sol est quasiment plane. Un
exemple d’application est la simulation de la réponse d’un véhicule placé
sur un dispositif d’excitation vertical. Ce type d’analyse est effectuée, par
exemple, pour étudier le confort du véhicule et permet de développer des
controéleurs efficaces pour la gestion de suspensions actives.

Les coordonnées absolues p.; des points @) et P sont alors calculées par les

relations suivantes :

pee =p” + R | 0 (1.70)

Cinématique du point de contact

Le vecteur position du point de contact géométrique étant connu, il est
maintenant possible de calculer la vitesse du point de contact. Cependant nous
allons calculer deux vitesses différentes pour ce point de contact :

1. la vitesse v¢ du point de contact matériel de la roue réelle en rotation.
Dans ce cas on tient compte de la rotation de la roue par rapport a son
corps parent Q% = ¢* Xa,

2. la vitesse v7;° du point de contact géométrique appartenant a la roue
disque dont la vitesse de rotation relative est considérée nulle.

geo

v =V —¢Y ry Ty (1.71)
On notera que la variation temporelle 7, de la valeur du rayon a été
négligée ici.
A Taide de ces deux vitesses, nous allons définir quelques indicateurs des
conditions de contacts utilisés par les modéles de contacts roue/sol.
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F1G. 1.20 — Angle de glissement latéral

e langle de glissement latéral o, est Pangle mesuré au sol dans le plan
{S1,S2} entre axe S; et la projection du vecteur v%° dans ce plan,
comme illustré sur la figure 1.20. Un angle positif indique que la roue
glisse vers sa gauche en avancgant sur le sol. (C’est généralement le cas
d’une roue qui tourne vers la droite.)

v = atan2(vI - Sy, v - Sy) (1.72)

e la vitesse de glissement longitudinale x,, est la projection selon l'axe él,
de la vitesse v.; du point matériel de la roue réelle en contact avec le sol.
Ce point coincide donc avec Q.

K = Vet * S1 (1.73)

e e glissement longitudinal -y, est définit par le rapport de la vitesse de
glissement a la vitesse longitudinale du centre de la roue.

Yo = Kuw/(P" - S1) (1.74)

o la pénétration de la roue dans le sol qui vaut ps = min{0, cos(w)(rw —
Tnom) }- Cette valeur est mesurée dans la direction de la normale au sol
et est négative lorsque la roue est en contact.

o la wvitesse de pénétration de la roue dans le sol est la variation de la
pénétration. Elle est approximée par la projection de la vitesse du point
matériel de contact sur la normale au sol ps = v - Sg lorsque la roue est
en contact. Elle est nulle sinon.
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Forces et couples de contact

Les modéles de forces de contact sont variés : ils différent par leur niveau de
raffinement et le nombre de composantes de forces et couples calculés. Il n’est
naturellement pas toujours nécessaire d’utiliser le modéle le plus complexe pour
une analyse numérique particuliére. Par exemple, un modéle qui ne calcule que
la, composante de force normale au sol sur base de la pénétration de la roue,
peut suffire & une recherche d’équilibre statique, alors que pour une analyse
numérique du comportement en courbe, on utilisera un modéle plus complet
dont les équations constitutives prennent en compte plusieurs conditions de
contact pour le calcul des efforts appliqués a la roue.

Les composantes des forces et des couples sont exprimées dans le repére au
sol {S}, pour la plupart des modéles et on considére que la résultante de force
est appliquée au point Q. Les trois composantes Fiong, Fiat €t Fyere de la force
de contact F.;, correspondent respectivement aux efforts longitudinal, latéral
et vertical.

Les trois composantes M1, Mpitch €t Myqw du couple de contact M,
correspondent respectivement aux moments de basculement, de résistance au
roulement et d’alignement.

Notre but n’est pas de développer les expressions de ces composantes de
forces en fonction des conditions de contact. Le lecteur intéressé par cet aspect
trouvera plus d’informations dans les ouvrages suivant plus particuliérement
dédicacés a ce sujet : [97, 98, 99].

En pratique, la composante verticale F,.: est souvent calculée par une
approximation assez simple et peut en fait étre considérée comme une condition
de contact plutét que comme un résultat, et dans ce sens servir d’indicateur
des conditions de contact.

Fvert = Krad ps + Drad ps (175)

ou K,qq et D,q.q représentent respectivement les coefficients de raideur et
d’amortissement radial équivalent du pneu.

On notera que cette approximation n’est valable que pour un pneu par-
faitement circulaire roulant sur un sol plat. Elle ne permet pas d’étudier des
phénomeénes dynamiques plus complexes pouvant survenir lorsque le pneu pré-
sente une légére excentricité ou lorsque I’on roule sur un sol ondulé & une vitesse
particuliére qui pourrait conduire & 'excitation des modes propres de la car-
casse du pneu [99]. Mais elle reste une trés bonne approximation pour la plupart
des simulations de véhicules routiers.

Deux modéles couramment utilisés sont présentés dans [13]. Il s’agit des
modéles Calspan et Bakker/Pacejka. Ils sont également repris en annexe de ce
document.

En regroupant les composantes de forces et de couples dans une méme entité
on peut écrire une équation correspondant & ’évaluation du modéle de contact
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implémenté dans une fonction externe :

Wr = fCteIt(PS7 Qoy s sty 'Yw;ps; t) (176)
avec Wr = {Eony; Flat7 Fve’rta Af’!'o”a Mpitcha Myaw} (177)

Projection dans le repére de la roue réelle

La projection des efforts de contact sur le corps correspondant & la roue
nécessite de calculer :
1. les composantes des forces et couples extérieurs dans le repére {Y} du
corps réel en rotation avec la roue,
2. le couple de transport nécessaire pour appliquer ces composantes au
centre de gravité du corps w selon la convention établie par ROBOTRAN.
Pour passer du repére au sol {S}, dans lequel sont exprimées les composantes
calculées par le modéle de contact, au repére en rotation {Y}, il faut tenir
compte de la rotation de ce dernier. Cette rotation s’effectue autour de l'axe
Y, et on peut donc définir une matrice de rotation R%(q,,) :

cos(qw) 0 —sin(qy) . N
R%(qy) = 0 1 0 telle que [Y] = R*(qu)[X]  (1.78)
sin(qy) 0  cos(qw)

On peut alors écrire : [Y] = R2(qu)R2(—9)R(¢)[S] £ RYS[S).
Le couple de transport des forces du point de contact (Q au centre de la roue
P est donné par la relation suivante :

F%, = R*(qu)R*(—0)R" (¢) Fut (1.79)
LY, = R*(qu)R*(—=9)(R' ()Mt + (Fe R (9) Fet)) (1.80)

1.6 Geénération symbolique et implémentation

Nous présentons dans cette section diverses extensions et améliorations ap-
portées au logiciel ROBOTRAN, afin de permettre la gestion des concepts pré-
sentés dans ce chapitre, et d’augmenter les capacités de traitement symbolique
de ROBOTRAN mais également la performance des modéles générés.

Les extensions concernent essentiellement I’ajout de nouveaux types d’ex-
pressions symboliques pour le traitement des interactions avec I’environnement,
mais également l’ajout de certains attributs & la définition d’une expression.
Elles renforcent encore le logiciel ROBOTRAN dans sa capacité & traiter la
génération symbolique des équations du mouvement de systémes mécaniques
articulés, plus efficacement que les logiciels de manipulation symbolique & usage
général.
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Les améliorations consistent en 'introduction de nouveaux traitements
symboliques visant & optimiser les modéles, d’une part en réduisant le nombre
total d’opérations arithmétiques et d’autre part en réduisant le nombre d’équa-
tions récursives. Sur ce plan, 'objectif est de doter ROBOTRAN de fonctionna-
lités équivalentes ou supérieures & celles qui sont disponibles de facon standard
dans les logiciels de manipulation symbolique actuels, essentiellement en ce qui
concerne leur aptitude & générer du code optimisé lors de I'exportation des
équations symboliques dans divers langages de programmation.

1.6.1 Extensions

Afin de pouvoir générer symboliquement les équations présentées dans la
section 1.5 nous avons ajouté deux nouvelles natures d’expressions dans RO-
BOTRAN. La premiére est une expression qui peut servir a la fois a 'appel
de fonction externe et & la manipulation de grandeur vectorielle. La seconde
correspond & des fonctions & un seul argument.

De nouveaux attributs ont également été ajoutés aux définitions des struc-
tures des expressions et des équations.

Nouveaux attributs des expressions

La génération symbolique d’équations nécessite la manipulation d’expres-
sions symboliques. Ces expressions sont représentées en mémoire par des arbres,
des listes, ou des structures de données. Une expressions peut étre un noeud ou
un arbre entier selon sa nature et sa complexité. Les structures qui définissent
les arbres et les noeuds doivent donc posséder tous les attributs nécessaires
pour permettre des manipulations faciles et efficaces. Des attributs utiles ou
indispensables pour certains traitements n’étaient pas présents dans la version
initiale [12] de ROBOTRAN. Certains nouveaux attributs sont requis par les
extensions qui sont présentées dans les paragraphes suivants.

Référence a 1’équation qui définit une variable intermédiaire. Le
membre de gauche d’une équation de ce type est un symbole, le nom d’une
variable, qui est définie par le membre de droite de I’équation. Ce membre de
droite est généralement une expression plus complexe, qui peut étre représentée
par un arbre dont les noeuds sont des opérateurs ou des fonctions et dont les
feuilles sont des expressions simples, des symboles correspondant & des données
ou 4 des variables définies par d’autres équations.

Il va sans dire que dans ROBOTRAN, la structure d’une équation contient
des pointeurs vers les expressions de son membre de gauche et de droite. Il
était logique et tres utile d’ajouter a la structure des expressions, un champ
qui peut contenir une référence & ’équation qui la définit, comme illustré sur
la figure 1.21. Naturellement toutes les expressions ne sont pas définies par une
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équation:
membre ~_ membre
de gauche de droite

référence a l l

' équation

expression expression
simple complexe

F1a. 1.21 — Référence a I’'équation qui définit une variable

équation et cet attribut est vide pour la plupart des expressions, mais lorsque
I’expression correspond au membre de gauche d’une équation, la disponibilité
de cette référence facilite les manipulations.

La nature secondaire d’une expression Cet attribut secondaire permet
de distinguer, au sein d’'une méme famille, des expressions qui ont toutes la
méme nature principale. Il s’avére également utile pour étendre le champ d’ap-
plication de certaines expressions existantes.

Par exemple, les fonctions SQRT et ATAN, présentées plus loin, sont toutes
deux des fonctions unaires, ce qui est leur nature principale. Elles se distinguent
par leur nature secondaire qui indique de quelle opération il s’agit, racine carrée
ou arc tangente.

La liste des arguments d’une fonction Les expressions disponibles ini-
tialement dans ROBOTRAN étaient uniquement des symboles, des opérations
arithmétiques binaires ou les sinus ou cosinus des variables articulaires rotoides
que ’on peut considérer comme des fonctions unaires. Néanmoins, I'introduc-
tion des fonctions multi-variables, nécessite de disposer d’une liste des argu-
ments de cette fonction.

Nous avons donc introduit en paralléle a ’attribut argument, déja présent
et utilisé par les sinus et cosinus articulaires, un attribut liste d’arguments
qui permet de stocker ’ensemble des arguments d’une fonction. Cette liste est
notée rhs.args sur la figure 1.22 qui illustre la représentation d’une expression
correspondant & un appel & une fonction externe.

On notera que le premier élément de la liste est une expression simple cor-
respondant au nom de la fonction.

L’indice de 1’élément d’un vecteur Il s’est avéré indispensable d’étre ca-
pable de manipuler non seulement des variables scalaires, mais également des
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variables vectorielles, correspondant & des n“P'® d’éléments scalaires qui sont

représentés par des tableaux dans la plupart des langages de programmation.
En effet certaines fonctions externes appelées peuvent renvoyer plusieurs va-
leurs, dans un tableau. Il est utile que ’expression de chaque élément de ce
tableau contienne 'indice de 1’élément.

L’attribut indice est déclaré pour cet usage. Sur la figure 1.23 qui illustre
la structure d’un vecteur et de ses éléments, cet attribut des éléments est noté
rhs.idx[1] .

Fonctions multi-variables

L’interaction du systéme avec son environnement nécessite la plupart du
temps de faire appel & des routines externes qui implémentent les modéles
constitutifs de ces interactions.

La présence dans le systéme d’éléments actifs ou passifs complexes ayant
une dynamique propre, tels que des moteurs, des amortisseurs, des vérins, etc.
requiert également I’évaluation de fonctions externes qui implémentent les mo-
déles dynamiques de ces éléments.

Il est donc utile et bien souvent nécessaire de faire appel a des fonctions
externes, dans un modéle symbolique de systéme multicorps. Ces appels a des
fonctions externes servent donc d’interface entre le modéle mécanique et les
modéles des autres éléments du systéme, ce qui offre une grande facilité d’uti-
lisation des modéles générés par ROBOTRAN.

Pour en étre capable sans casser la structure récursive des équations, il faut
créer une expression symbolique qui est fonction de plusieurs autres expressions.

Il s’agit d’'un nouveau type d’expression dont la nature principale est définie
par la valeur XFCT. Il est décliné en deux variantes distinctes par leur nature
secondaire, et dont ’'usage est intimement lié.

a

Une fonction externe a plusieurs arguments La premiére déclinaison
est utilisée pour définir une fonction a plusieurs arguments et ainsi pouvoir
insérer un appel de routine externe dans une équations symbolique. L’attribut
de nature secondaire prend alors la valeur CALL. Comme illustré sur la figure
1.22, le premier argument de la liste rhs. args pointe vers une expression simple
de type CST qui contient le nom de la fonction. Les arguments suivants sont les
expressions & passer en paramétres a la fonction.
On remarquera que
o lexpression ’fctext’ pointée par rhs.args[0], le premier argument de la
liste, n’est utilisée que comme un conteneur du nom de la fonction mais
n’apparait pas directement dans ’arborescence des expressions. C’est une
expression ’flottante’.
e cette expression 'fctext’ posséde une référence a 'expression qui définit
la fonction multi-variables. Cette référence est stockée dans le champ
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fctext(z,é,...,t)l

XFCT : CALL .

1 2
(» rhs.args |0|»|0| | |
LCST : 0
rhs.id

\ CST : O

rhs.id

\ CST : O

rhs.id

k CST : n

rhs.id

L rhs.opd[1] m
J

FiG. 1.22 — Représentation d’une fonction & n arguments

rhs.opd[1].

e le nombre n de paramétres dont dépend la fonction est stocké dans I’at-
tribut nature secondaire de I’expression simple ’fctext’. Cette valeur non
nulle indique par ailleurs qu’il ne s’agit pas d’une expression classique,
mais du nom d’une fonction multi-variables.

Une expression qui correspond a une fonction multi-variables ne fera jamais

I'objet de simplification symboliques en raison de sa nature a priori quelconque.

Un symbole correspondant & un vecteur La seconde déclinaison est uti-
lisée pour manipuler des symboles de vecteurs. L’attribut de nature secondaire
prend alors la valeur VEC.

A Torigine, tous les symboles présent dans les équations générées par RO-
BOTRAN étaient considérés comme des scalaires. Néanmoins 'interaction avec
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des fonctions externes requiert de pouvoir utiliser des vecteurs. En effet, une
fonction peut prendre un vecteur comme argument ou encore renvoyer plusieurs
valeurs dans un vecteur. Tous les langages de programmation visés pour 'im-
pression des modéles générés supportent les variables de type ’vecteur’, sous
forme de tableau en FORTAN, MaTLAB, C(++), JAVA, etc. ou sous forme
de pointeurs en C ou encore de référence en JAVA ou C++.

0=10,,0,: 0, |

XFCT : VEC

0 1 2 n

rhs.args [¢[1]1] n
B -

MISC : INDEX

rhs.arg

rhs.idx[1]=n

\ MISC : INDEX

rhs.arg E\

rhs.idx[1]=2

\ MISC : INDEX
rhs.arg E—\
k CST

rhs.idx[1]=1
:n
rhs.id IZI

rhs.opd[1] m

J

Fia. 1.23 — Représentation d’un vecteur de n éléments

La figure 1.23 illustre une combinaison d’expressions pour la construction
d’un vecteur. Il s’agit de la configuration utilisée pour récupérer des valeurs
multiples renvoyées par une fonction. Avec cette configuration, on peut générer
Péquation @ = fctext(Q,q,q, .. .,t); dans laquelle la fonction fctext renvoie n
résultats dans le vecteur Q. On remarquera que
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e comme c’était déja le cas pour les fonctions multi-variables, le premier ar-
gument de la liste rhs.args pointe également vers une expression simple
de type CST, qui contient cette fois le nom ’¢)’. Mais cette fois, c’est cette
expression '@’ qui est utilisé dans le membre de gauche des équations et
c’est ’expression qui définit le vecteur qui est ’flottante’.

e cette expression ')’ contient & nouveau une référence i ’expression qui
définit le vecteur. Cette référence est notée rhs.opd[1] sur la figure 1.23.

e les éléments du vecteur sont ici des expressions d’un nouveau type MISC
qui est présenté ci-aprés. La valeur INDEX de leur attribut nature secon-
daire indique qu’il s’agit d’éléments d’un vecteur.

Fonctions unaires

Pour le cas de cette extension ci, la motivation provient & nouveau de la
volonté de générer symboliquement les équations permettant de calculer les
composantes des forces extérieures agissant sur les corps. Dans les sections
1.5.2 et 1.5.3, on peut constater que le calcul de la cinématique des points
d’applications nécessite 'utilisation de nombreuses fonctions trigonométriques
directes et /ou inverses, ainsi que de racines carrées. Toutes ces fonctions, hormis
atan2, sont des fonctions & un seul argument.

Les expressions de types sin et cos qui existaient dans ROBOTRAN, n’étaient
en réalité pas des fonctions trigonométriques, mais des variables auxiliaires
particuliéres correspondant aux sinus et cosinus des coordonnées articulaires
associées aux articulations rotoides.

Nous avons donc introduit une collection d’expressions dont la caractéris-
tique commune est de dépendre d’une autre expression. Ce nouveau type appelé
MISC!! est également décliné en plusieurs variantes.

Fonctions a un argument Une série de ces variantes correspondent a des
fonctions & un seul argument, telles que les sinus, cosinus, tangente, racine
carrée, etc.

MISC : Rtan

CST : O
rhs.arg E -

rhs.id E]

F1G. 1.24 — Représentation d’une fonction & un argument

Hpour Miscellaneous
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La figure 1.24 illustre une expression de type MISC dont la nature secondaire
Rtan précise le type de fonction dont il s’agit. La fonction trigonométrique tan-
gente est prise comme exemple ici. Le champ rhs.arg pointe vers ’expression
qui est utiliste comme argument de la fonction. Cela peut étre une variable
simple ou une expression plus complexe.

Les fonctions ajoutées sont les suivantes :

SQRT : racine carrée,
ACOS : arc cosinus,
ASIN : arc sinus,
ATAN : arc tangente,
RSIN : sinus,

RCOS : cosinus,

RTAN : tangente,

N o Wy =

On notera que les types des fonctions sinus et cosinus ont un nom différent
des types sin et cos existants, car ces derniéres sont dédicacées aux coordonnées
articulaires et font ’objet de traitements symboliques particuliers.

Des régles de simplification symbolique ont été ajoutées et sont appliquées
lorsque certaines combinaisons de ces nouvelles fonctions sont rencontrées dans
les expressions, comme 1/v/1 + tan? a — cosa par exemple.

Elément d’un vecteur Des expressions de type MISC peuvent également
étre utilisées pour accéder & un élément d’un vecteur. Leur nature secondaire
prend alors la valeur INDEX.

Cette variante a déja été illustrée sur la figure 1.23 ci-dessus. L’attribut
argument rhs.arg de I'élément fait alors référence & Iexpression qui défini le
nom du vecteur, laquelle contient elle méme une référence & ’équation dans
laquelle le vecteur a été initialisé. Ces expressions sont particuliérement utiles
pour récupérer les composantes de forces et couples calculées par un modéle
constitutif externe, comme on ’a vu dans la section 1.5.3, dont I'équation (1.76)
est un exemple.

1.6.2 Nouveaux traitements symboliques

Nous présentons ici quelques nouvelles manipulations appliquées aux ex-
pressions symboliques et & la liste des équations aprés leur génération.

Organisation du traitement symbolique

On peut distinguer plusieurs types de manipulations ou de traitements sym-
boliques selon I'objet du traitement et la phase du processus ou ils sont effectués.
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Ainsi on considére différemment les traitements relatifs a la topologie du mo-
déle, aux expressions symboliques ou encore aux équations générées. Certains
traitements visent & réduire le nombre d’opérations arithmétiques alors que
d’autres visent & réduire le nombre de variables présentes dans le modéle. Se-
lon leur nature et leur objectif, ces traitements pourront étre appliqués avant,
pendant ou aprés la génération des équations du systéme.

Outre les traitements effectués automatiquement par ROBOTRAN, on pour-
rait aussi prendre en considération les manipulations effectuées par 'ingénieur
au moment de la description du systéme en termes de corps, d’articulations et
de composants externes ou encore lors du développement et de I’écriture des
formalismes récursifs utilisés.

Ainsi utilisation des formalismes récursifs pour la génération des équa-
tions cinématiques et dynamiques, tels que nous le proposons, permet d’avoir
un certain controle a priori sur le nombre d’équations et d’opérations qui seront
générées pour un modéle et un systéme donné. Ce n’est pourtant pas une ca-
ractéristique commune & tous les logiciels de génération de modéle de systémes
articulés.

Les conventions de modélisation des systémes ont également une impor-
tance relativement importante quant aux possibilités de réduction du nombre
d’équations qui seront présentes dans le modéle. Un exemple classique est celui
du choix du type de coordonnées utilisées : on connait bien la différence entre
un choix de coordonnées absolues ou relatives au niveau du formalisme.

Pour des systémes complexes, les choix effectués au niveau de la description
topologique du systéme comme par exemple le choix des coupures ou l’ajout
de chaines cinématiques fictives, peuvent avoir des conséquences importantes
sur la compacité et lefficacité du modéle généré. Ces considérations seront
développées dans le chapitre relatif aux systémes a topologie complexe.

Traitements effectués avant la génération

Dans la section 1.5.2, nous avons mentionné le cas ol on pouvait faire une
économie d’équations en calculant les positions et vitesses des points d’appli-
cation des forces de liaison ainsi que les matrices de rotation des repéres des
corps reliés, par rapport au repére du parent commun le plus proche, plutét
que par rapport au repére inertiel.

Cette procédure doit évidemment étre appliquée avant la génération des
équations cinématiques relatives & ces éléments.

La premiére étape consiste & marquer les corps pour lesquels on va devoir
calculer des grandeurs cinématiques absolues, tels que la position, la vitesse,
la matrice de rotation, etc. C’est le cas pour tous les corps en interaction avec
Penvironnement ainsi que leurs ancétres. Le marquage se fait en remontant 1’ar-
borescence depuis les corps en question et en marquant chaque parent jusqu’a
ce qu’on rencontre un parent déja marqué.
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Ensuite, pour les corps soumis a des forces de liaison point & point, on
recherche I’ancétre commun le plus proche. Pour cela, on peut construire, la
liste des corps de la chaine cinématique partant de la base et allant vers chacun
des corps. On parcourt alors la liste depuis la base en comparant les corps de
chaque liste jusqu’au dernier ancétre commun.

Si cet ancétre commun est marqué, on utilisera les grandeurs cinématiques
absolues pour le traitement des forces de liaison. Sinon, on initiera les par-
cours récursifs progressifs en partant de cet ancétre commun, en le considérant
comme corps de base pour la génération de la cinématique relative des points
d’applications des deux corps.

Traitements effectués pendant la génération

ROBOTRAN est un logiciel initialement, développé pour la génération d’ex-
pressions symboliques non-récursives. Dans ce contexte, un soin tout particulier
a été apporté aux simplifications trigonométriques. De puissantes routines de
détection et de simplification des combinaisons trigonométriques classiques ont
été développées dans [12]. Néanmoins ces routines présentent deux limitations
importantes dans le contexte de ce travail :

1. elles se focalisent sur les expressions trigonométriques et ne simplifient
pas certaines combinaisons arithmétiques élémentaires,

2. elles s’avérent relativement inefficaces voire inutiles lorsqu’elles sont ap-
pliquées & des équations générées par des formalismes récursifs.

Les deux traitements décrits ci-dessous, permettent de compenser ces limi-
tations et de réaliser encore plus de simplifications.

Mise en évidence Cette simplification élémentaire permet de regrouper des
éléments communs & plusieurs termes d’une addition ou d’une soustraction. La
procédure consiste & identifier des éléments communs entre les termes, a les
extraire des termes et & les placer en évidence. L’expression suivante illustre le
principe de base.

a-p-z+b-p-z—p-(a-x+b-2) (1.81)

La situation n’est pas toujours aussi simple que dans ’exemple ci-dessus. En
effet, pour des expression plus complexe comme celle-ci axbkxc+axd* f+bxcxe,
la simplification optimale nécessite de traiter les trois termes simultanément.
Cela nécessite de développer les expressions en redistribuant tous les termes
éventuellement déja mis en évidence. Nous ne faisons pas cela. Nous travaillons
seulement au niveau des opérations d’addition et de soustraction, qui dans
ROBOTRAN prennent seulement deux arguments. En traitant uniquement deux
termes & la fois, nous obtenons une méthode simple et rapide, qui offre de
bons résultats pour un usage intensif en cours de génération. Naturellement
ce choix comporte des limitations. L’expression ci dessus, peut se présenter
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de trois fagons différentes selon le groupement des termes et conduire a des
optimisations différentes :

1: (a-b-c+b-c-e)+a-d-fr—b-c-(a+e)+a-d-f
2: (a-b-cta-d-fy+b-cce—a-(b-c+d-f)+b-c-e
3:a-b-c+(a-d-f+b-c-e)—a-b-c+(a-d-f+b-c-e)

On remarquera que :

1. dans le premier cas on obtient une simplification maximale de deux mul-
tiplications,

2. dans le second cas, seulement un terme est mis en évidence et une seule
multiplication est économisée,

3. dans la troisitme configuration, aucune mise en évidence ne peut-étre
effectuée.

Lorsqu’une expression contient beaucoup de termes et que les quatre opéra-
tions arithmétiques de base sont présentes, le probléme de la mise en évidence
optimale est assez lourd et complexe. En développant complétement les expres-
sions en somme de produit et en les re-factorisant de facon optimale, on pourrait
probablement effectuer quelques simplifications supplémentaires. Ce processus
devrait étre appliqué au moment de la création d’une équation sur base de ’ex-
pression plutot que dans les routines d’addition et de soustraction symbolique,
pour maintenir une performance optimale lors de la phase de génération des
équations.

La mise en évidence optimale n’a toutefois pas été implémentée. En effet,
nous avons constaté en faisant quelques tests préliminaires que le gain obtenu
sur les équations restait vraiment trés faible. On constate méme ’apparition
de nouvelles variables trigonométriques auxiliaires dans le cas d’articulations
rotoides successives & axes paralléles, ce qui a pour effet paradoxal d’augmenter
le nombre d’opérations au lieu de le réduire.

Nous avons donc préféré ne pas alourdir le processus de génération en y
incluant un processus de factorisation optimale dont le rendement pourrait
s’avérer trés faible dans le contexte de la génération symbolique basée sur des
formalismes récursifs.

Nous n’utilisons donc qu’une version simple et rapide de la méthode de mise
en évidence dans ROBOTRAN.

Dérécursification partielle La génération récursive des équations est une
meéthode trés efficace pour limiter le nombre d’opérations en réutilisant des va-
riables intermédiaires que ’on substitue & des expressions plus complexes et
ainsi réduire la taille des expressions & manipuler. Cette technique de généra-
tion récursive constitue d’ailleurs un avantage essentiel du logiciel ROBOTRAN
par rapport & DYNAFLEX [6] ou SYMOFROS [74, 75] qui sont d’autres outils
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de génération d’équations basés sur le logiciel symbolique commercial MAPLE.
Néanmoins, cette substitution des variables intermédiaires a pour effet de li-
miter le champ d’action des routines de simplification symbolique. En effet,
les variables intermédiaires sont alors considérées comme des symboles élémen-
taires et masquent ainsi les expressions plus complexes qui les définissent.

Ce probléme peut étre aisément contourné en substituant aux variables in-
termédiaires, le membre de droite des équations qui les définissent. Ce proces-
sus baptisé "dé-récursification" peut étre appliqué de fagon récursive jusqu’a ce
qu’il n’y ait plus de variables intermédiaires dans ’expression. Cela se produit
automatiquement dans quasiment tous les logiciels symboliques génériques et
conduit & des performances médiocres en ce qui concerne la capacité & traiter
des grands systémes. Il est donc indispensable de controler ce processus. Pour
cela, il suffit de fixer le niveau de 'profondeur’ de 'expansion.

On dira qu’on effectue une expansion de niveau 1 si on substitue toutes les
variables intermédiaires initiales d’une expression par leur définition.

:C:a—f—b $:a+b
=c+z — =c+a+bd
z=y-d z=(c+z)-d

On effectuera une expansion de niveau 2 si on remplace & nouveau les variables
intermédiaires de ’expression obtenue par une expansion de niveau 1, etc.

Etant donné son principe, on pourrait s’attendre & ce que ce processus
d’expansion n’ait comme conséquence que d’augmenter la taille et la complexité,
c’est-a-dire le nombre d’opérations, d’une expression. Ce n’est pas toujours le
cas! Il arrive réguliérement qu’une expression obtenue aprés une expansion de
niveau 1 ou 2 seulement, puissent étre réduite en une expression plus simple
que Pexpression initiale! Dans ce cas, le gain est net et sans appel : I’expression
initiale est alors remplacée par la nouvelle.

T =CoSa-u
cosa-u

sina - u

sina - u —

. z=cosa-cosa-u-+sina-sina-u
Z=cosa-x+sma-y
=u

Parfois, ’expression obtenue aprés expansion contient un nombre d’opéra-
tions inférieur & la somme des opérations de ’expression initiale et des ex-
pressions qui définissent les variables remplacées. Dans ce cas, le remplacement
serait intéressant seulement si les variables remplacées ne sont pas utilisées par
ailleurs,ce qui est difficile & établir en cours de génération. Ce cas de figure ne
peut donc pas étre exploité avant la fin de la phase de génération des équations.
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Souvent, cette expansion n’apporte aucune simplification intéressante, sur-
tout si on choisit un niveau d’expansion trop élevé, comme on peut s’y attendre.
L’expression initiale est alors conservée.

Traitements effectués aprés la génération

Lorsque toutes les équations ont été générées, on peut alors déterminer une
série d’informations utiles relatives & celles-ci, et procéder & une phase d’opti-
misation globale de la liste. Certains traitements présentés ici ont été inspirés
ou requis par ’étude de la vectorisation [100] ou de la parallélisation mais se
sont révélés tres intéressants également hors de ce contexte. Toute réduction
du nombre d’opérations est bénéfique dans le cas de I'exécution séquentielle.

L’ensemble de ces traitements permet de reconstruire un schéma d’équations
récursives & partir d’un ensemble d’équations éventuellement non récursives. Ce
type de traitement est également disponible dans certains logiciels symboliques
commerciaux, comme MAPLE, sous la forme de fonctions d’optimisation du
code pour 'exportation des équations dans une routine en utilisant la syntaxe
standard comme celle du C, du FORTRAN ou encore de MATLAB. Ceci explique
que méme en utilisant des formalismes non récursifs, les programmes de généra-
tion d’équations de systémes articulés basés sur ces logiciels commerciaux sont
parfois capables de produire des modéles aussi compacts que ceux produits
par ROBOTRAN. Toutefois,par expérience, le temps nécessaire a ’optimisation
du code est un probléme majeur dans le cas de la modélisation de systémes
contenant plus d’une dizaine de corps avec ces logiciels.

Recherche des parents et enfants des équations Lors de la phase de
sélection des équations utiles, la liste des équations est parcourue en partant
des équations finales marquées comme définissant les résultats du modéle et en
remontant de facon récursive & travers les expressions des membres de droite,
jusqu’a ce que qu’on ne trouve plus de variables intermédiaires non marquées.

On appelle équation parent d’une équation FEq, toutes les équations qui
définissent les variables intermédiaires présentes dans le membre de droite de
I’équation Eq. Réciproquement, ’équation Fq est une équation enfant de toutes
ses équations parents. Une équation enfant de ’équation Eq est une équation
dont le membre de droite contient la variable intermédiaire qui correspond au
membre de gauche de Fq. La table 1.4 illustre ces relations pour une petite
série d’équations récursives.

Chaque équation contient donc une liste de pointeurs vers ses parents et
ses enfants ainsi que leur nombre respectif. Ces listes sont initialisées lors de la
sélection des équations. Elles constituent I'information de base nécessaire a la
plupart des traitements suivants.
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Equations [ Enfants [ Parents ‘
w2 = ¢1singe Bs22, Be2 | -
w32 = 1 COS @2 5327 562 -
w22 = {qi1g2cosqz + Gisingz | Bs2,... -
w32 = (1C0sq2 — qig2sinqga | ... -
Bs22 = waawaz — ¢2G2 e w22
B2 = wa2 + Gowsa .. w32, W22
Be2 = waowsz — G e w22, W32

TAB. 1.4 — Equations, enfants et parents

Recherche des sous-expressions communes Les équations générées sont
généralement constituées sur base d’une expression plus ou moins complexe et
définissent des variables intermédiaires. La création des équations et donc des
variables intermédiaires dépend du formalisme utilisé. Il se peut toutefois que
le formalisme ou son implémentation n’aient pas été étudiés avec soin ou bien
que certaines variables intermédiaires ne puissent pas étre définies de fagon gé-
nérique au niveau du formalisme, mais que des expressions communes puissent
étre mises en évidence localement. Cela nécessite une inspection globale assez
lourde et complexe mais qui peut apporter une économie intéressante et im-
possible & obtenir au niveau de ’écriture du formalisme. La méthode proposée
se déroule en deux étapes, une décomposition des expressions en expressions
binaires suivie d’une recherche des expressions binaires identiques.

Décomposition des équations Les expressions complexes qui constituent
les membres de droite des équations sont constituées essentiellement d’opéra-
tions arithmétiques de base et de variables intermédiaires. Il y a évidemment
aussi quelques données et autres opérations trigonométriques ou autres appels &
fonctions externes. Les opérations arithmétiques disponibles dans ROBOTRAN
sont toutes binaires [12].

Notre objectif est de décomposer ces expressions complexes en expressions
binaires élémentaires. Ainsi les sous-expressions communes pourront ensuite
étre aisément identifiées par simple inspection de la liste des équations. Pour
cela nous allons créer de nouvelles équations et de nouvelles variables intermé-
diaires pour chaque terme des opérations de base rencontrées, si ces termes sont
eux mémes des opérations de base.

Ainsi 'équation F' = m-(a—w- L) sera décomposée et produira les équations
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intermédiaires suivantes :

Fogao=w-L
Fg= o — Fy
F=m-Fy;

On remarquera que :

e les équations intermédiaires reflétent 'organisation des termes dans ’ex-
pression de départ,

e les noms des variables intermédiaires sont créés en apposant au nom de
la variable définie par ’expression originale, un suffixe correspondant au
terme (de gauche ou de droite) que cette nouvelle variable remplace,

e une nouvelle équation est insérée dans la liste des équations avant ’équa-
tion dont elle est issue de maniére & maintenir un ordre logique.

On appellera équations binaires les équations formées par ce processus, en ré-
férence a leur membre de droite généralement constitué d’une seule opération
arithmétique et de deux termes.

Les listes des équations enfants et parents des équations décomposées sont
modifiées pour rester cohérentes avec la nouvelle liste d’équations. Chaque nou-
velle équation intermédiaire créée par ce processus compte normalement 4 ce
stade un seul enfant. Toutes les équations ne possédent plus que deux parents
au plus, sauf dans le cas d’un membre de droite comportant un appel & routine
externe.

Elimination des doublons Lorsque les équations ont été décomposées en
équations binaires, on procéde a la comparaison des membres de droite de toutes
les équations pour vérifier si deux d’entre-elles sont identiques. Ce traitement
est relativement cotiteux car sa complexité est de ordre de O(n?/2), si n est
le nombre d’opérations. Ainsi, le temps de traitement d’un modéle contenant
quelques dizaines de milliers d’opérations peut prendre quelques minutes au
lieu de quelques secondes.

Cette méthode peut également étre appliquée sur des expressions complexes,
mais la probabilité de trouver deux équations identiques est nettement plus
faible que dans le cas de la comparaison d’équations binaires.

Chaque équation Fq est comparée & toutes les équations suivantes dans la
liste. Lorsque une équation Fq/ identique & Fq est découverte, elle est supprimée
de la liste aprés que les opérations suivantes aient été effectuées :

1. la variable intermédiaire définie par I’équation FEq/ est remplacée dans
toutes les équations enfants de Eq/ par la variable définie par I’équation
Eq,

2. la liste des parents de chaque équation enfant de Fq¢/ est mise & jour,

3. ainsi que la liste des enfants de ’équations originale Fq.
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Par exemple, la série d’équations

OM13 = qd(2)+qd(3);

0pF23
0pF33

qd (1) *C2p3*(qd(2)+qd(3)) ;
-qd (1) *S2p3* (qd (2)+qd (3)) ;

décomposée en équations binaires

OM13 = qd(2)+qd(3);

0pF23dd = qd(2)+qd(3);
0pF23d = C2p3*0pF23dd;
0pF23 = qd(1)*0pF23d;
OpF33ddd = qd(2)+qd(3);
OpF33dd = S2p3%0pF33ddd;
0pF33d = qd(1)*0pF33dd;
0pF33 = 0pF33d;

contient plusieurs fois la sous-expression qd(2)+qd(3) qui sera remplacée par
0M13 pour donner finalement

OM13 = qd(2)+qd(3);

OpF23 = qd(1)*0M13%C2p3;
OpF33 = qd(1)*0M13%S2p3;

Ainsi, c¢’est toujours la premiére variable intermédiaire de la liste des équa-
tions décomposées qui est utilisée pour remplacer ses jumelles dans les expres-
sions ou elles apparaissaient.

Elimination des changements de signes Ce traitement un peu particulier
est la finalisation de certaines modifications apportées & la routine de soustrac-
tion symbolique.

Par défaut les termes des expressions symboliques sont classés selon un
ordre basé sur des priorités définies en fonctions de la nature des termes et de
leur ordre lexicographique [12], dans le cas des variables. Ainsi, I'opération de
soustraction transformait automatiquement l’expression b—a en —a+b, ce qui a
pour conséquence d’introduire un opérateur de soustraction qui ne correspond
pas a une vraie soustraction mais & un changement de signe.

De plus, 'expression —a + b était stockée comme (0 — a) + b en utilisant un
ZERQ dans ’expression. Nous avons modifié cette régle de telle sorte que le 0 se
retrouve au début de ’expression comme ceci : —(a — b). De cette maniére, on
provoque une migration systématique des O vers le premier terme de toutes les
expressions symboliques.
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L’objet de ’élimination des changements de signe, consiste alors & détecter
les variables auxiliaires définies par des expressions dont le premier terme est
un 0 comme celle-ci : = —(a — b). Ces variables z sont alors redéfinies en
éliminant le changement de signe, ** = a — b et toutes leurs occurrences dans
les autres équations sont remplacées pour tenir compte du changement de signe.
L’équation y = d — x + z devient alors y = d + z* + z.

Ce traitement réduit le nombre d’opérateurs de soustraction présents dans
les expressions symboliques et rend le compte du nombre d’opérateurs de sous-
traction plus cohérent avec le nombre réel d’opérations de soustraction a effec-
tuer.

Elimination des variables intermédiaires inutiles Certaines variables
intermédiaires ne sont utilisées qu’une seule fois. C’est le cas de toutes les
variables intermédiaires créées par la procédure de décomposition des équations,
mais c’est également, le cas pour une partie de celles qui proviennent directement
de l'utilisation d’un formalisme récursif.

Une variable intermédiaire inutile peut étre détectée par inspection de la
liste des ses équations enfants. Elle ne doit avoir qu’une seule équation enfant
et n’apparaitre qu’une seule fois dans le membre de droite de cette équation
enfant.

Dans ce cas, nous remplagons ’occurrence unique de la variable par sa défi-
nition, ce qui peut avoir comme effet secondaire de gagner quelques opérations
arithmétiques.

L’élimination d’une variable intermédiaire inutile réduit le nombre d’affec-
tation et donc le nombre de variables locales de la fonction qui implémente le
modéle généré. Cela a généralement un effet bénéfique sur la vitesse de compila-
tion du modéle et sur la vitesse d’exécution de celui-ci, ce qui est la motivation
principale de ce traitement.

On notera que I’élimination d’une équation intermédiaire implique la mise
a jour de la liste des enfants des parents de cette équation et de la liste des
parents de ’équation enfant.

Réduction du nombre de variables intermédiaires Il est possible de
réduire encore plus le nombre de variables intermédiaires, qu’en éliminant celles
qui sont inutiles. L’idée clé est de renommer les variables intermédiaires de fagon
générique et de réutiliser le nom d’une variable & partir de la derniére équation
enfant dans laquelle elle est utilisée.

Les équations sont numérotées dans ’ordre et les variables intermédiaires
qu’elles définissent sont renommées en commencant par la premiére équation.
Les noms utilisés sont numérotés et insérés dans une liste avec le numéro de
la derniére équation dans laquelle ils apparaissent. Un compteur mémorise le
nombre de noms utilisés. A chaque étape 4, on vérifie dans la liste des noms si un
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nom déja utilisé est disponible. Un nom est disponible & I’étape ¢ si le numéro
de la derniére équation dans laquelle il est utilisé est inférieur & ¢. Si un nom
est disponible, il est réutilisé pour renommer la variable intermédiaire définie
par I’équation i. Sinon, un nom supplémentaire est créé, affecté a I’équation i,
ajouté a la liste des noms utilisés, et le compteur de noms est incrémenté.

La série de huit équations que voici

BS96 = - (0OM16*0M16+0M26*0M26) ;
BeF36 = OpF26+0M16*0M36;

BeF66 = OM26*0M36-0pF16;

A1F16 = Al1F14*C6+A1F25%S6;

A1F26 = - (A1F14%S6-A1F25%C6) ;
OpM16_1 = OpM14_1%C6+0pM25_1%S6;
0pM26_1 = -(0pM14_1%S6-0pM25_1%C6) ;
AIM16_1 = AIM14_1%C6+A1M25_1%S6;

sera récrite en réutilisant des noms de variables VX_43,VX_42,VX_46,VX_48.

VX_43 = -(VX_60*VX_60+VX_61xVX_61);
VX_42 = VX_44+VX_60*VX_62;

VX_64 = VX_61*xVX_62-VX_63;

VX_65 = VX_31xC6+VX_46%S6;

VX_46 = -(VX_31%S6-VX_46%C6) ;

VX_66 = VX_34*xC6+VX_48%S6;

VX_48 = -(VX_34%S6-VX_48%C6) ;

VX_67 = VX_36*C6+VX_b0*S6;

On constate que seulement quatre nouvelles variables auxiliaires ont été définies
VX_64,VX_65,VX_66,VX_67 pour la méme série d’équations au lieu de huit,
initialement.

Appliquée & I’ensemble des équations d’'un modeéle, ce traitement permet de
réduire fortement — 3 fois et plus — le nombre total de variables locales présentes
dans la fonction qui implémente le modéle. Le but visé ici est de réduire la taille
mémoire temporaire nécessaire pour 1’évaluation des équations.

Regroupement des paramétres Une autre manipulation intéressante consiste
a renommer les paramétres géométriques et dynamiques du systéme de maniére

a les regrouper en un seul vecteur de paramétres. Cela réduit le nombre d’opéra-
tions arithmétiques d’adressage indirect lors de I’évaluation du modéle. Lorsque
tous les paramétres sont regroupés en un seul tableau & une dimension, leur
valeur est accessible par un adressage indirect simple, alors que deux adres-
sages indirects sont nécessaire pour accéder aux éléments d’un tableau & deux
dimensions.

Observons la différence entre une série d’équations originales
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FB16_1 = m[6]*(A1M16_1+0pM26_1*1[3][6]);
FB26_1 = m[6]*(A1M26_1-0pM16_1%1[3] [6]);
FB36_1 = m[6]*A1M35_1;

CM16_1 = In[1]1[6]1*0pM16_1-FB26_1x1[3][6];
CM26_1 = In[5][6]*0pM26_1+FB16_1*1[3][6];
CM36_1 = In[9][6]1*0pM35_1;

et la méme série d’équations ol les données ont été regroupées dans un tableau
Dat :

FB16_1 = Dat[9]*(A1M16_1+0pM26_1*Dat[5]);
FB26_1 = Dat[9]*(A1M26_1-0pM16_1*Dat[5]);
FB36_1 = Dat[9]*A1M35_1;

CM16_1 = Dat[20]*0pM16_1-FB26_1*Dat[5];
CM26_1 = Dat[21]*0pM26_1+FB16_1*Dat[5];
CM36_1 = Dat[22]*0pM35_1;

Ce traitement offre également une plus grande simplicité d’utilisation des
fonctions générées dans des environnements de simulation qui n’offrent pas tou-
jours des interfaces de programmation trés flexibles en ce qui concerne la gestion
des tableaux a plusieurs dimensions. C’est précisément le cas de 'interface MEX
de la version actuelle de MATLAB!2.

1.6.3 Dérivation symbolique

Dans de nombreuses d’applications, il est utile voire indispensable de dis-
poser des dérivées partielles de certaines grandeurs en fonctions de certains
parametres.

Parmi ces applications, nous pouvons citer

o ['intégration numérique de systémes dit "raides" nécessite de disposer des
20 G2 02 o g2 9% (htenues par déri-
ogT oqT oqT

vation partielle de la forme implicite (1.36) des équations du mouvement
en fonction des coordonnées, vitesses et accélérations généralisées.

e [e contrile de systéme pour lequel il est souvent intéressant de disposer du
modéle d’état linéarisé que ’on peut exprimer a ’aide des mémes matrices
M, G et K. La matrice Jacobienne J du repére de 'outil est également
trés utilisée pour le controéle des robots.

o ['optimisation paraméirique pour laquelle la connaissance de la sensibilité
g—fb d’une fonction objectif ® par rapport & un paramétre p est nécessaire
a l'utilisation de certaines méthodes déterministes.

o lidentification dynamique ol la détermination du jeu minimal {p}'? de
paramétres dynamiques d’un systéme arborescent [91, 101], repose sur

matrices tangentes M £

12MATLAB release 12
13{p} C {8} ot {6} est ’ensemble des paramétre barycentriques
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la reformulation @=¥(q,q,q,...)d du modeéle dynamique inverse (1.36).
Cette formulation est linéaire en fonction des paramétres barycentriques
§ [19, 20]. 11 est nécessaire de disposer de la matrice ¥ = 2% sous une
forme explicite afin de pouvoir déterminer les valeurs des paramétres par
des techniques de régression linéaire.

Pour toutes ces applications, la possibilité de disposer des matrices de déri-

vées partielles sous forme symbolique comporte les avantages suivant :

e Le temps calcul : 'évaluation de la formulation symbolique est plus rapide
que l’évaluation numérique par des méthodes de différences finies ou de
filtrage numérique.

o La précision numérique : la forme symbolique est similaire & une dérivée
analytique alors qu’un processus de dérivation numeérique implique une
erreur d’approximation.

o La portabilité : la génération automatique des dérivées partielles permet
d’obtenir leur définition sous forme de routine indépendante facile & im-
planter dans n’importe quel environnement de calcul numérique.

Hormis les procédures numériques, différentes méthodes permettent d’obte-

nir les dérivées partielles sous forme symbolique :

o la génération symbolique directe. Cette méthode requiert qu’une formula-
tion explicite des dérivées partielles soit disponible et implémentée dans
un environnement de calcul symbolique. Elle est donc limitée & quelque
cas particuliers de dérivées partielles. C’est le cas pour la génération ré-
cursive des matrices Jacobienne J et de masse M dans ROBOTRAN.

o la dérivation symbolique récursive. Cette procédure qui se base sur un
parcours récursif d’une liste d’équations permet d’en générer les dérivées
partielles équation par équation. Elle était déja utilisée dans la version
originale de ROBOTRAN pour la génération de la matrice ¥ en identifica-
tion et pour le calcul des matrices tangentes dans le cas de la simulation
de poutres flexibles [102]. Nous avons généralisé cette procédure afin de
pouvoir générer les dérivées partielles de n’importe quelle expression pro-
duite par ROBOTRAN en fonction de n’importe quel paramétre.

o la dérivation automatique. Cette méthode tout & fait similaire & la déri-
vation symbolique récursive, ne s’applique pas & la liste des équations au
niveau du générateur symbolique, mais a la routine générée par celui-ci
par le biais de l'utilisation d’outils génériques de dérivation automatique
tels que ADIFOR, ADIC ou ADOL-C [103]. Ces outils permettent de pro-
duire, a partir d’un fichier contenant une routine qui implémente une
fonction quelconque du type y = F(x) avec F : R™ — R™, un autre
fichier contenant une routine qui implémente la fonction F ainsi que ses
dérivées partielles %.

Bien qu’elle soit plus flexible et d’usage plus général, la technique de dériva-

tion automatique produit néanmoins du code plus long et plus lourd en terme
d’évaluation, que la méthode de dérivation symbolique récursive appliquée au
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sein d’un logiciel de génération symbolique d’équations [103].

Ces considérations justifient donc 'utilité d’une procédure générique per-
mettant de dériver les équations récursives générées par ROBOTRAN en fonc-
tion de n’importe quel jeu de variables ou de paramétres existant dans les
équations.

Dérivation symbolique récursive

Le principe de la dérivation récursive est assez simple. Il s’agit de parcourir
la liste des équations en commencant par le début. Pour chaque équation, on
applique les régles de dérivation au membre de droite, et on crée une nouvelle
équation qui définit la dérivée partielle. Certains termes du membre de droite
correspondent & des variables auxiliaires définies par des équations précédentes,
dont les dérivées partielles ont déja été calculées précédemment et peuvent donc
étre réutilisée.

Le processus est illustré sur la figure 1.25 pour deux équations qui définissent
des variables auxiliaires z et y. Leurs dérivées partielles relatives aux parameétres
p ={a,c,q} sont calculées.

var E—-» x=a+b.c—Icosq
var E——» y=ax+tcf

dérivationen fonctionde p=|a, c, q|

var E——» x=a+b.c—Icosq

dv dp | e » Ox/0a=1
0x/0c=b
. = 0x/0q=Ising

Y

var E——» y=ax+c f
dv dp | e > 0 yl0a=x+adx/da
. w 0 ylOc=a0x/0c+ [
. » 0 yl0gq=a-0x/0q

FiG. 1.25 — Dérivation symbolique récursive

Pour chaque équation, on crée une liste de références vers les équations qui
correspondent 3 ses dérivées partielles. Ainsi, 'équation qui définit x posséde
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naturellement une référence, appelée var sur la figure 1.25, & . Lors du calcul
des dérivées partielles de x par rapport 4 chacun des paramétres p, des équations
sont créées qui définissent %, %, etc. Les références vers ces nouvelles équations
sont, stockées dans la liste dv_dp de I’équation x afin qu’elles puissent étre
utilisée ultérieurement, lors du calcul des dérivées partielles de I’équations qui

définit y, dans cet exemple.

Deux cas particuliers méritent notre attention. Il s’agit d’une part des équa-
tions qui contiennent un appel & une fonction externe, et d’autre part du cas
de la dérivation par rapport 4 une coordonnée articulaire.

Appel a fonction externe Lorsque la procédure de dérivation rencontre
une expression qui correspond & un appel & une fonction externe Fct, cette ex-
pression est transformée en un appel & une nouvelle fonction externe Fct_dFdp
équivalente a celle que l'on peut obtenir en dérivant la fonction externe origi-
nale Fct & ’aide d’un outil de dérivation automatique. Cette nouvelle fonction
devra renvoyer la valeur de f ainsi que ses dérivées partielles.

En effet, la cohérence et 'exactitude du schéma d’équations récursives ne
peut étre maintenu que si 'utilisateur peut fournir les valeurs des dérivées
partielles de la fonction par rapport aux paramétres. Il pourra recourir a 'utili-
sation d’outil de dérivation automatique si le calcul analytique et 'implémenta-
tion des expressions des dérivées partielles est difficile ou impossible a la main.

En pratique une équation contenant un appel & une fonction

f=Fet(z,y)

qui renvoie un scalaire f sera remplacée par les équations suivantes

X = {x,0x/0p1,0x/0p2, ...}
Y = {y,dy/0p1,0y/dps, ...}
F = Fct_dFdp(X,Y)

avec

F={f,0f/0p1,0f/0pa,...}

ou F est cette fois un vecteur, contenant la valeur de f ainsi que ses dérivées
partielles.

Si la fonction originale renvoie un vecteur, la nouvelle fonction renverra une
matrice dont la premiére colonne est le vecteur original et les autres colonnes
contiennent les dérivées partielles. Cette matrice sera toutefois stockée ligne
par ligne dans un vecteur car, & ce jour, ROBOTRAN ne supporte pas encore
les symboles correspondant & des éléments de type matriciel.
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Dérivée par rapport a une coordonnée articulaire Lorsque le systéme
est soumis & des contraintes algébriques, provenant de boucles cinématiques'*
par exemple, et que parmi les paramétres se trouve une coordonnée articulaire,
il y a lieu de tenir compte du couplage entre les coordonnées indépendantes g,
et les coordonnées dépendantes ¢,. La matrice de couplage!'® B, est utilisée a
cet effet.

On écrira alors la Jacobienne d’une fonction par rapport aux coordonnées
articulaires indépendantes ¢, de la facon suivante :

dF _OF 9F 8q, OF OF

- T . - 4+ .B
dqu 0qu 0qy Oqu 0qu 9. v
Ainsi la dérivée partielle gz% d’une coordonnée articulaire dépendante ¢’ par

rapport & une coordonnée articulaire indépendante ¢/ est donnée par 1’élément
B}/, de la matrice de couplage des vitesses. Cette matrice est définie par la
relation q.’ll == Bq)u, : (ju

1.7 Applications

Dans cette section, nous illustrons plus en détails certains concepts présentés
dans ce chapitre, & l'aide de deux systémes.

Le premier est un bras robotique & structure série. Nous utilisons ce systéme
pour observer la complexité des modéles obtenus par les formalismes récursifs
Newton Euler et O(N), ainsi que pour observer les gains obtenus par l’appli-
cation des nouveaux traitements symboliques implantés dans ROBOTRAN.

Le second systéme est une moto. Outre les résultats de formalismes et les
simplifications symboliques, nous montrons les équations qui sont générées par
ROBOTRAN pour le calcul des forces de liaison point & point et des forces de
contact roue/sol, conjointement aux équations dynamiques, en vue d’obtenir le
jeu complet des équations du mouvement du systéme, sous forme symbolique.

1.7.1 Le bras robot manipulateur PuMA

Le robot PUMA est un robot manipulateur série & six degrés de liberté
construit par Unimation. Il est représenté sur la figure 1.26.

Il est modélisé dans ROBOTRAN par une chaine de six corps reliés par des
articulations rotoides R. La séquence d’articulations et de corps est reprise dans
la table 1.5.

14Ces notions sont développées dans le chapitre suivant
15yoir section 2.4.2
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Ey

s

F1G. 1.26 — Le robot PUMA

Sol

R3 ql Tronc

R1 q2 Epaule

R1 q3 Avant-bras
R3 q4 Poignet

R1 gb fictif

R3 q6 Effecteur

TAB. 1.5 — Structure du robot PUMA

Modéles dynamiques

Nous avons généré plusieurs modéles dynamiques en utilisant les forma-
lismes implicites et semi-explicites présentés, ainsi qu’une variante du forma-
lisme récursif Newton-Euler qui utilise un jeu minimal de paramétres barycen-
triques et un formalisme de type O(N), dont la complexité évolue linéairement
avec le nombre N d’articulations. Les résultats obtenus correspondent naturel-
lement avec ce qui avait déja été annoncé dans [12] en ce qui concerne ’avantage
des formalismes récursifs pour les systémes de taille réduite.

La nouveauté est ici 'introduction de la résolution algébrique symbolique
qui permet d’obtenir expliciternent les accélérations pour les modéles dyna-
miques directs générés i partir de formalisme récursif semi-explicites.

Deux niveaux d’optimisation symbolique sont utilisés. Une optimisation
standard qui implique un test de simplification & la création des chaque équa-
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tion par une expansion de niveau deux et une élimination des variables inter-
médiaires "inutiles". L’optimisation avancée implique en plus la recherche et
I’élimination des sous expressions communes par décomposition compléte et
régénération du schéma récursif d’équations.

Q standard | optimisé
barycentrique 359 325
classique 390 361

TaB. 1.6 — Complexité des modéles dynamiques inverses du robot PUMA

Dynamique inverse La table 1.6 reprend les nombres d’opérations obtenus
en utilisant la formulation implicite pour générer le modéle dynamique inverse
du robot.

Dynamique directe La table 1.7 reprend les nombres d’opérations obtenus
en utilisant la formulation semi-explicite pour générer des modéles dynamiques
semi direct du robot. Ces modéles permettent de calculer la matrice de masse
M et le vecteur ¢ des termes non linéaires de I’équation (1.37).

M et c standard | optimisé
barycentrique 601 527
classique 747 689

TaB. 1.7 — Complexité des modéles dynamiques directs semi-explicites du robot
PUMA

La table 1.8 reprend les nombres d’opérations obtenus en utilisant la for-
mulation semi-explicite suivie d’une résolution du systéme M{ + ¢ = @ pour
générer des modéles dynamiques direct du robot avec les formalismes Newton
Euler récursif et obtenir les accélérations articulaires ¢. Celle-ci sont directe-

ment produites lorsqu’on utilise le formalisme O(n).

q standard | optimisé
barycentrique 785 711
classique 931 873
Ordre(n) 1381 1220

TaB. 1.8 — Complexité des modéles dynamiques directs

PUMA

explicites du robot
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On constate que pour des petits systémeslG, les formalismes récursifs ont
Pavantage sur les formalisme O(n). L’utilisation des paramétres barycentriques
est également un moyen efficace pour réduire encore le nombre d’opérations des
modéles.

Simplifications symboliques

Nous prenons ici comme exemple la génération du modéle dynamique di-
rect explicite du robot PUMA, pour illustrer quelques-unes des simplifications
symboliques effectuées sur les équations. Un modéle équivalent généré avec la
version originale de ROBOTRAN contiendrait un peu plus de opérations,
pour le calcul explicite des accélérations généralisées.

On effectue une premiére génération du modéle sans activer les simplifica-
tions symboliques avancées.

On obtient un premier modéle qui comporte opérations arithmétiques
et trigonométriques. Dans ce modéle, les variables intermédiaires relatives aux
sinus et cosinus des coordonnées indirectes provenant des articulations rotoides
consécutives & axes paralléles ont toutefois déja été créées par les routines tri-
gonomeétriques. c’est le cas ici des articulations de I’épaule g2 et du coude g3 du
robot.

% Trigonometric Variables

C2p3
S2p3

C2%C3-52%S3;
C2%33+32%C3;

En activant 'expansion partielle, au niveau 1 seulement, on obtient un modéle

qui compte opérations.

La séquence initiale d’équations que voici

0M22 = qd(1)*S2;
OM32 = qd(1)*C2;
O0pF22 = qd(1)*qd(2)*C2;
OpF32 = -qd(1)*qd(2)*52;

0M23 = 0M22%C3+0M32%S3;

OM33 = - (OM22%S3-0M32#C3) ;

0pF23 = C3%(0pF22+qd (3) *0M32) +S3+* (0pF32-qd (3) *0M22) ;
OpF33 = C3+%(0pF32-qd(3) *0M22) -$3* (0pF22+qd (3) *0M32) ;

est transformée en la suivante, oll apparaissent les sinus et cosinus des coor-
données indirectes g2 + g3 provenant des articulations rotoides 2 et 3 qui sont
consécutives & axes paralléles :

16Nombre de corps en série inférieur & 10 [12]
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0M22 = qd(1)%S2;

0M32 qd (1) *C2;

O0pF22 = qd(1)*qd(2)*C2;

O0pF32 = -qd(1)*qd(2)*S2;

0M23 = qd(1)*S2p3;

0M33 = qd(1)*C2p3;

0pF23 = qd(1)*C2p3*(qd(2)+qd(3));
0pF33 = -qd(1)*S2p3+%(qd(2)+qd(3));

Douze opérations ont été éliminées dans cette séquence d’équations. Dans le
cas du robot PUMA, une expansion plus poussée, au niveau 2 ou 3 ne produit
pas plus de simplifications.

La simplification suivante consiste & activer ’élimination des variables inter-
médiaires qui ne sont utilisées qu’une seule fois. La taille du modéle se réduit
a opérations. Voici quelques exemples de substitution et d’éliminations
effectuées :

FB26_4 = -m(6)+*0pM16_4*1(3,6);
CM16_4 = In(1,6)*0pM16_4-FB26_4%1(3,6);

devient
CM16_4 = OpM16_4*(In(1,6)+m(6)*1(3,6)*1(3,6));

Une multiplication et une soustraction ont disparu.
De méme, les équations

FB16_5 = -m(6)*1(3,6)*S6;

FB26_5 = -m(6)*1(3,6)*C6;

CM16_5 = In(1,6)*C6-FB26_5%1(3,6);
CM26_5 = -(In(5,6)*S6-FB16_5%1(3,6));
CM15_5 = CM16_5%C6-CM26_5%S6;

deviennent

CM15_5 = C6xC6*(In(1,6)+m(6)*1(3,6)*1(3,6)) +
S6%S6%(In(5,6)+m(6)*1(3,6)*1(3,6));

On remarque dans ce second cas que si les termes d’inertie In(1,6) et In(5,6)
étaient identiques, on obtiendrait des simplifications encore plus importantes.

Remarque Ces deux exemples font également apparaitre des combinai-
sons de paramétres dynamiques constants. Ces combinaisons pourraient éga-
lement étre détectées et remplacées par un seul paramétre pré calculé. Bien
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que cette recherche pourrait étre effectuée au niveau des opérations arithmé-
tiques de base, elle fait 'objet d’une procédure de regroupement systématique
lors de l'utilisation du formalisme & paramétres barycentriques et n’a donc pas
été implémentée pour cette raison. Les simplifications obtenues sont néanmoins
généralement trés importantes dans le cas des modéles de robots séries, comme
on a pu le constater en comparant les nombres d’opérations des modéles dans
les tables 1.6, 1.7 et 1.8.

Le dernier stade de simplification consiste en la recherche et I’élimination
des sous expressions identiques par décomposition totale et reconstruction du
schéma récursif d’équations. Cette opération est relativement lourde pour les
modéles de gros systémes comptant plusieurs dizaines de milliers d’opérations,
comme des véhicules automobiles ou des trains, mais peut étre effectuées sans
probléme sur de petits mécanismes ou des robots A structure série ou paralléle
composés de dix & vingt corps et comptant quelques milliers d’opérations, sans
augmentation sensible du temps de génération du modéle.

Le modéle obtenu avec cette derniére procédure de simplification contient
opérations.

On constate que les nouvelles procédures de simplification symbolique ap-
portent un gain de 10 & 15% sur le nombre d’opérations selon la topologie et
la taille du systéme.

1.7.2 Un modéle simple de moto

Le modéle de moto présenté ici est inspiré de [104].

Nous utilisons ce systéme pour illustrer la génération symbolique d’équa-
tions utiles pour le calcul de forces point & point agissant entre deux corps ainsi
que pour le calcul de forces de contact, entre les roues et le sol.

La figure 1.27 représente le schéma d’une moto. Ce véhicule simple posséde
une structure arborescente. La séquence des articulations et des corps qui le
composent est reprise dans la table 1.9.

Le chéssis (corps 6) qui posséde six degrés de liberté est relié au sol par une
chaine cinématique fictive constituée de six articulations fictives élémentaires.
Le bras oscillant (corps 7) et le chassis sont soumis aux efforts qui leur sont
appliqués par un ensemble ressort amortisseur présent dans la suspension de
la moto. Cet élément n’est pas modélisé comme un corps a part entiére du
systéme, mais son action sur les corps 6 et 7 est modélisée par le calcul d’une
force Fi,x de liaison point & point. L’articulation 10 est introduite pour obtenir
un repére qui posséde l'inclinaison correcte par rapport au chéssis et dont un
axe est aligné avec ’axe de rotation du guidon. Cette articulation est fictive
et bloquée. L’articulation 11 est introduite pour prendre en compte effet de
torsion longitudinal du chéssis. Les corps 8 et 14 sont les deux roues de la moto
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FiG. 1.27 — Représentation schématique d’une moto

qui sont en contact avec le sol, en situation normale. Le systéme posséde donc
13 degrés de liberté, vu que ’articulation 10 est bloquée.

Dynamique directe La table 1.10 reprend les nombres d’opérations obtenus
en utilisant la formulation semi-explicite suivie d’une résolution symbolique du
systéme M, +F,. = 0 pour générer des modeéles dynamiques directs de la moto,
mais sans tenir compte des équations nécessaires pour les calculs cinématiques
et dynamiques relatifs aux forces de liaison point & point ou de contact des roues
avec le sol. On a généré également un modéle dynamique direct en utilisant le
formalisme O(N) afin de comparer les deux approches.

On constate que pour ce systéme, le formalisme Newton-Euler récursif clas-
sique perd lavantage par rapport au formalisme O(N), car le nombre de degrés
de libertés et donc la taille du systéme d’équations & résoudre pour obtenir les
expressions explicites des accélérations entraine un cotit calcul plus important
en raison de la complexité O(N?) de la résolution. L’utilisation des paramétres
barycentriques reste toutefois le meilleur choix pour obtenir le modéle le plus
compact.

Le modéle dynamique direct explicite dans lequel sont incluses les équations
de la cinématique des points d’applications des forces de liaison et de contact,
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Sol

T1 ql fictif

T2 q2 fictif

T3 q3 fictif

R3 g4  fictif

R1 ao fictif

R2 q6 Chéssis

R2 q7  Bras oscillant
R2 a8 Roue arriére
R1 q9 Pilote

R2 ql0 fictif

R1 qll fictif

R3 ql2 Téte de fourche
T3 ql3 Fourreaux

R2 ql4 Roue avant

TAB. 1.9 — Articulations et corps d’une moto

standard | optimisé
barycentrique 2896 2576
classique 3371 2950
Ordre(n) 3145 2821

TaB. 1.10 — Complexité des modéles dynamiques direct explicites de la moto.

aingi que la projection de ces forces sur les corps, contient opérations,
avec les options de génération standard, et avec toutes les options de sim-
plification, ce qui correspond & une réduction de 13%. Dans ce modéle complet,
les forces de liaisons et de contact des roues avec le sol sont toutefois obte-
nues en appelant des routines externes qui implémentent le modéle constitutif
du combiné ressort amortisseur pour la suspension et les équations constitu-
tives du contact des roues avec le sol. Les nombres d’opérations nécessaires
pour I’évaluation de ces modéles n’interviennent donc pas dans le décompte
des opérations du modéle généré par ROBOTRAN.

Calcul des forces de suspension Afin d’illustrer la génération symbolique
des équations relatives au calcul des forces de liaison point-a-point et leur ap-
plication sur les corps reliés, nous insérons ci-aprés une partie du code source
du modéle généré par ROBOTRAN. Le code est structuré de facon intelligible et
n’est pas trop long pour le systéme choisi. Les équations générées sont reparties
en trois groupes :
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1. Tout d’abord, on trouve les équations cinématiques qui permettent de
calculer la distance Z entre les points d’ancrage de 1’élément qui relie les
corps, le combiné ressort-amortisseur dans ce cas, ainsi que sa dérivée

temporelle Zd.

2. La force de liaison Flink qui s’applique sur chacun des corps est obtenue
en appelant une routine extérieure LinkForce(...) qui recoit tous les
arguments nécessaires pour évaluer le modeéle constitutif de I’élément de

liaison.

3. Ensuite viennent les équations de projection de la force de liaison sur
chacun des corps reliés. On y calcule les composantes de la force de liaison
dans les repéres locaux des corps ainsi que le couple de transport de la

force du point d’application aux points de référence des corps.

% Link Kinematics: Distance Z , Relative Velocity Zd

Plnk1l = RL1nk6_116+d(1,7)-dbp(1,1);

P1nk31 = RL1nk6_316+d(3,7)-dbp(3,1);

Z1 = sqrt(Plnk11%P1lnk11+P1lnk31%P1lnk31);

ell = Plnk11/Z1;

e31 = P1nk31/71;

Zdl = -qd(7)*(RL1nk6_116%e31-RL1nk6_316%ell);

% Link Force Computation

Flinkl = LinkForce(Z1,Zd1l,tsim,pdbl,pint,1);

% Link Dynamics : Force projection on body-fixed frames
fP1lnk1l = Flinkix*ell;

fP1nk31 = Flinklx*e31;
frc(1,6) = frc(1,6)+fP1lnkl1;

frc(3,6) = frc(3,6)+fP1lnk31;
trq(2,6) = trq(2,6)+fPlnk11*dbp(3,1)-fP1nk31*dbp(1,1);
£S1nk1l = Flink1*(el1*C7-e31*57);

£S1nk31 = Flink1*(el1*S7+e31%C7);

frc(1,7) = frc(1,7)-£fS1nk11;
frc(3,7) = frc(3,7)-fS1nk31;
trq(2,7) = trq(2,7)-£Slnk11*dbs(3,1)+£S1lnk31*dbs(1,1);

Calcul des forces de contact avec le sol Nous illustrons également la gé-
nération symbolique des équations permettant de calculer les forces de contact
en ingérant une partie seulement, du code source du modéle généré par ROBO-

TRAN.

Les équations générées sont également reparties en trois groupes :

1. Tout d’abord, on trouve les équations cinématiques qui permettent de
calculer les variables indiquant la configuration de la roue par rapport au
sol ainsi que la cinématique du point de contact. On notera l’insertion
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d’un appel a une fonction externe qui fournit la valeur de la hauteur du
sol.

. Les composantes de force et de couple de contact exprimées dans le re-

pére au sol sont obtenues en appelant la routine WheelForcesT(...), &
laquelle on fournit tous les arguments nécessaires pour évaluer le modéle
constitutif du contact pneu/sol.

Ensuite viennent les équations de projection des résultantes de force et
de couple de contact sur la roue. On y calcule les composantes dans le
repére de la roue en rotation ainsi que le couple de transport de la force
du point de contact au centre de la roue qui est le point de référence du
corps.

On notera également, que la fonction WheelForcesT(...) renvoie les six
composantes de force et de couple de contact dans une variable unique whlWr1
qui n’est donc pas une variable scalaire, mais un vecteur de six éléments. Les
composantes sont alors utilisées dans les équations en utilisant les variables
indicées whlWr1(1), whlWr1(2) etc.

% Whe

%

tgtal
cosal
sinal

Zgnd1l

rwhll
rzIl1l
rzI21
rzI31
Vetwl
Vetw2
Vetw3
Vectsl
Vcts2
Vws1l

el/Ground Contact Kinematics

= R0O_0_37/R0_0_97;
= 1/sqrt(l+tgtal*tgtal);
= cosal*tgtal;

= GroundLevel(P0_0_18,P0_0_28,tsim,pdbl,pint,1);

= (P0_0_38-Zgnd1)/C5;

= -rwhl1*(R0O_0_17*sinal+R0O_0_77*cosal);
= -rwhl1*(R0O_0_27*sinal+R0_0_87*cosal);
= -rwhl1*(R0O_0_37*sinal+R0O_0_97*cosal);
VI_0_18+0M_0_28%rzI31-0M_0_38*rzI21;
1 VI_0_28-0M_0_18*rzI31+0M_0_38*rzIl1;
1 VI_0_38+0M_0_18%rzI21-0M_0_28*rzI11l;
1 = C4*Vctwll+S4*xVctw2l;

1 = -S4*Vctwll+C4xVctw2l;

= C4*VI_0_18+S4*VI_0_28;

1

slipangl = atan(Vcts21/Vwsil);

gliss

% Whe

1 = -Vetsll/(cos(slipangl)*sqrt(VI_0_18%VI_0_18+VI_0_28%VI_0_28));

el/Ground Contact Force Computation

whlWrl = WheelForcesT(rwhll,slipangl,q(5),glissl,Vctw3l,tsim,pdbl,pint,1);

% Whe

f111
f121
£131

el/Ground Contact Force projection on body-fixed frames

whlWri(1);
whlWrl(2)*C5+whlWr1(3)*S5;
- (wh1Wr1(2)*S5-wh1Wr1(3)*C5) ;
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fwll = cosal*fl11+fl31%*sinal;

fw31l = cosal*fl31-flll*sinal;

frc(1,8) = frc(1,8)+fwl1*xC8-fw31%S8;

frc(2,8) = frc(2,8)+f121;

frc(3,8) frc(3,8)+fwl1*S8+fw31*C8;

cwll = cosal*(whlWr1(4)+f121*rwhll)-sinal*(whlWrl(5)*S5-whlWr1(6)*C5);

cw3l = -(cosal*(whlWr1(5)*S5-whlWrl(6)*C5)+f121*rvhli*sinal+sinal*whlWri(4));
trq(1,8) = trq(1,8)+cwll*C8-cw31%S8;

trq(2,8) = trq(2,8)-rwhli*(cosal*fwill-fw31*sinal)+whlWrl(5)*C5+whlWrl(6)*S5;
trq(3,8) trq(3,8) +cwl1*58+cw31%C8;

1.8 Conclusions

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les conventions de modélisa-
tion ainsi que les formalismes récursifs utilisés pour la génération symbolique de
modeéles cinématiques et dynamiques. Grace a quelques extensions des librairies
symboliques du logiciel ROBOTRAN, nous avons pu générer des modéles sym-
boliques complets pour ’étude de systémes multicorps & topologie arborescente.

L’insertion d’appels & des routines externes, au sein des équations récursives,
permet de connecter facilement le modéle mécanique du systéme multicorps
avec des modéles externes, pour le calcul de forces d’interaction avec ’environ-
nement, par exemple. L’ajout de nouvelles natures d’expressions symboliques
dans ROBOTRAN, telles que les fonctions & plusieurs arguments, permet d’uti-
liser ces appels de routine sans rompre le chainage récursif des équations, ce qui
offre avantage de maintenir la possibilité d’effectuer des manipulations symbo-
liques des modéles, telles que la dérivation symbolique récursive, par exemple.

L’ajout de méthodes de résolution symbolique de systémes d’équations li-
néaires a également rendu possible la génération de modéles dynamiques directs
sous forme explicite en partant du formalisme Newton-Euler semi-explicite.

Finalement, nous avons également implémenté quelques nouvelles fonction-
nalités relatives a la simplification symbolique des équations récursives. Nous
avons obtenu une réduction du nombre d’opérations de 'ordre de 10 a 15%
par rapport aux modéles équivalents générés par la version originale du logiciel
[12].
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Chapitre 2

Modélisation des systémes a
topologie bouclée

La plupart des systémes articulés réels comportent des boucles cinéma-
tiques. Leur structure n’est alors pas strictement arborescente, mais comporte
des chaines cinématiques qui se referment sur elles-mémes. Ces systémes ont
toujours un nombre de degrés de liberté inférieur au nombre d’articulations élé-
mentaires présentes dans leur structure. C’est le cas, par exemple, de la plupart
des mécanismes de suspension des véhicules automobiles ainsi que des méca-
nismes de commandes des gouvernes des avions ou des pales des hélicopteéres.
Les robots paralléles en sont également un exemple classique bien connu.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment on peut exploiter avanta-
geusement ’approche symbolique pour traiter ces systémes et en générer les
équations du mouvement.

Nous exposons une méthode, basée sur le calcul symbolique, qui permet de
générer et de résoudre les équations de contraintes et de générer! un jeu réduit
d’équations purement différentielles pour I’étude du mouvement des systémes
& topologie bouclée.

Cette méthode n’est pas limitée au formalisme récursif présenté. D’autres
formalismes ou d’autres choix de coordonnées tels que ceux mentionnés dans le
chapitre d’introduction, pourraient étre utilisés également.

Toutefois, afin de réutiliser les formalismes récursifs présentés dans le cha-
pitre précédent et implantés dans le logiciel ROBOTRAN, nous transformons les
structures bouclées en structures arborescentes par une technique de coupure
et génération d’équations de contraintes associées & ces coupures.

On trouve dans la littérature d’autres techniques de traitement des boucles
cinématiques dont celle proposée par 1’équipe des Professeurs Hiller et Kecske-

Isous forme symbolique
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méthy [45, 46, 47]. Leur technique permet de conserver toutes les articulations
des boucles et d’obtenir, dans la plupart des cas, une solution analytique des
équations de contraintes assurant la fermeture de ces boucles. Bien que celle-ci
semble avantageuse pour beaucoup des systémes, elle n’a pas été implémentée
dans ROBOTRAN 4 ce jour? car cela nécessiterait de modifier les conventions
de description des systémes utilisées par ce logiciel, ce qui sort du cadre de ce
travail.

2.1 Introduction

Comme nous ’avons montré dans le chapitre traitant de la modélisation
des systémes simples, 'utilisation de formulations récursives pour la généra-
tion des équations cinématiques et dynamiques repose sur la représentation
arborescente de la topologie du systéme. Dans le cas des systémes & topologie
fermée, cette représentation n’est pas unique. On peut en effet construire plu-
sieurs arbres différents couvrant les corps et articulations du systéme. Le choix
d’un de ces arbres possibles, correspond en quelque sorte & 'ouverture d’une
boucle cinématique.

Différentes facon d’ouvrir une structure fermée sont illustrées sur la figure

FiG. 2.1 — Exemples d’ouverture d’une boucle cinématique

L’ouverture d’une chaine fermée de corps et d’articulations peut étre faite
en coupant soit un corps, soit une articulation.

Dans les deux cas, le systéme arborescent obtenu par coupure n’est plus
équivalent au systéme original. En effet la coupure d’un corps génére un sys-
téme avec un corps de plus et la coupure d’une articulation correspond en
quelque sorte & la supprimer. D’autre part, le corps ou larticulation victime

211 s’agit toutefois d’une des perspectives envisagées
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de la coupure est le siége de forces et couples de liaisons internes qui ont une
influence sur le comportement du systéme.

Deux conditions impératives doivent étre respectées, si on désire reproduire
exactement le comportement du systéme original :

1. les contraintes géométriques imposées par le corps ou ’articulation coupée
doivent étre vérifiées & tout instant,

2. les forces (et couples) internes originales doivent étre prises en compte.

Contraintes géométriques Les contraintes géométriques a respecter pren-
dront la forme d’équations algébriques généralement non-linéaires et dans les-
quelles le temps n’intervient pas explicitement. Elles peuvent étre générées sym-
boliquement pour différents types de coupure [12, 13|, ainsi que leurs dérivées
premiéres et secondes. Ces équations sont notées :

h(g) =0 (2.1
h(q,q) = J(q)g =0 (2.2)
h(g,q.4) = J(@)di+ J(g,q)q=0 (2.3)

Forces internes Les forces internes de coupure présentes dans le systéme ori-
ginal deviennent des forces externes pour le systéme ouvert. Ces forces d’inter-
action dépendent des contraintes et de la dynamique du systéme. L’utilisation
du Principe des Puissances Potentielles nous permet de calculer ces interac-
tions et de les introduire dans les équations du mouvement obtenues par un
formalisme récursif appliqué au systéme arborescent [13].

En appelant Q' les forces généralisées d’interaction dans les coupures, on
peut récrire les équations du mouvement (1.37) du systéme arborescent sous
leur forme semi-explicite comme ceci :

]\/[(q)q + C(q, Q7t? Fewt; Lemtyg) = Q + Ql

On peut montrer aisément?, que la puissance potentielle des forces d’interaction

est nulle

Q/T . Aq — 0
pour un champ de vitesse potentielle Ag compatible avec les contraintes géo-
métriques :

J(g)-A¢g=0

Ces deux équations permettent d’écrire ’expression des forces généralisées

comme une combinaison linéaire des lignes de la matrice Jacobienne des con-
traintes :

Q =J"(q) A

3En utilisant par exemple la troisiéme loi de Newton : le principe d’action-réaction
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ou A représente le vecteur des coeflicients de la combinaison linéaire, commu-
nément appelés multiplicateurs de Lagrange.

On peut écrire le systéme d’équations du mouvement d’un systéme multi-
corps soumis & des contraintes sous la forme suivante :

M(q)i+ c(q, 4, Feats Leat, 9:1) = Q+J () A (2.4)
hig) = 0

Il n’est pas nécessaire de recourir a un principe variationnel pour obtenir les
termes de ces équations du mouvement. IIs peuvent étre obtenu par 'utilisation
de formalismes récursifs [13] tels que ceux présentés dans le chapitre précédent.

Autres contraintes Les équations de contraintes présentes dans un modéle
ne proviennent pas nécessairement toujours de la coupure d’une boucle cinéma-
tique. Elles peuvent servir & préciser le comportement d’un composant ou d’'une
partie du systéme. On pensera par exemple aux mouvements de translation et
de rotation contraints d’une roue qui roule sans glisser sur le sol ou encore aux
rotations des différentes parties d’un élément de transmission tel qu’une boite
de vitesse ou un différentiel.

Des contraintes simples telles que des combinaisons linéaires de coordonnées
généralisées peuvent également étre utilisées pour ’assemblage d’un systéme
modélisé a ’aide de sous-sytémes.

La possibilité d’imposer des contraintes qui dépendent explicitement du
temps est offerte, dans ROBOTRAN, par le biais de la commande cinématique
des articulations uniquement, ce qui est discuté a la section 2.2.4.

Les autres types de contraintes telles que des conditions de roulement sans
glissement par exemple, peuvent étre prisent en compte, a condition qu’elles ne
dépendent pas explicitement du temps. Elles peuvent toutefois faire intervenir
des coordonnées généralisées dont la valeur est imposée en fonction du temps.
Les équations de ces contraintes doivent étre fournies par 'intermédiaire d’une
fonction externe, comme expliqué & la section 2.2.5. En effet, ROBOTRAN ne
peut pas générer systématiquement les équations symboliques pour toutes les
possibilités de contraintes.

2.2 Génération des équations de contraintes

Nous montrons dans cette section comment obtenir les équations de con-
traintes relatives a la coupure d’un corps ou d’une articulation. Il y a de nom-
breuses maniéres d’ouvrir une chaine cinématique fermée [12, 45, 46, 47]. Nous
ne présentons ici qu’un jeu de coupures simples proposées par [12], qui per-
mettent de modéliser la majorité des systémes rencontrés.

Toutes les équations de contraintes exprimant des conditions de fermeture
de boucles sont générées symboliquement en utilisant les méthodes récursives
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présentées dans la section relative a la génération des grandeurs cinématiques
du chapitre précédent.

D’autres contraintes prescrites par l'utilisateur et implémentées dans des
fonctions externes peuvent également étre gérées symboliquement sous la condi-
tion de fournir une liste des coordonnées articulaires qui y sont impliquées, ainsi
que leur Jacobienne.

2.2.1 Coupure d’un corps

Cette coupure est la plus générale et peut étre appliquée en toutes circons-
tances pour ouvrir n’importe quelle chaine cinématique fermée. Un corps du
systéme réel est découpé en deux partie et modélisé par deux corps dans la
représentation arborescente.

Coupure

FiG. 2.2 — Coupure d’un corps

Les deux parties sont appélées corps principal et corps secondaire, comme
illustré sur la figure 2.2. Le corps secondaire est généralement un corps fictif
ajouté dont la masse et I'inertie sont nulles, mais il est également possible de
répartir la masse et I'inertie du corps original entre les deux parties.

Les contraintes géométriques résultant de la coupure d’un corps en deux par-
ties vont exprimer que ces deux parties sont fixées rigidement 'une & autre.
Autrement dit, on va exprimer que les repéres {X?} et {X*} respectivement
solidaires des corps principal et secondaire illustrés sur la figure 2.3 sont iden-
tiques, c’est-a-dire qu’ils ont la méme origine et la méme orientation. Ceci
résultera en I’écriture de six contraintes algébriques scalaires :

e Trois contraintes de translation imposent que les positions des points PP
et P? respectivement situés sur le corps principal et secondaire soient
identiques.

En notant aP et z° les composantes respectives, dans le repére commun
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choisi*, des vecteurs positions des points PP et P°, on peut écrire les
contraintes de translations comme ceci :

he(q) 2 2°(q) — 2”(q) =0 (2.5)

e Trois contraintes de rotation imposent que les repéres {X?} et {X*} ont la
méme orientation. En définissant la matrice de rotation R(q) par [X°] =

R(q)[XP?], on peut écrire la contrainte comme ceci :
R(q) = R*"(q) R"(q) = E (2.6)

ou FE est la matrice identité. Autrement dit, on impose que les matrices
de rotation RP(q) et R*(q) associées a ces deux repéres soient identiques.
Cette égalité matricielle est constituée de neufs contraintes scalaires. Ce-
pendant, comme toute matrice de rotation, la matrice othogonale R(q),
peut-étre obtenue par composition de trois matrices de rotation élémen-
taire. En fait seulement trois contraintes parmi les neuf sont indépen-
dantes. On montre dans [105, 13] quels éléments non diagonaux de la
matrice de rotation peuvent étre utilisés comme équations de contraintes
de rotation.
—R(3,2) (q)

R(S,l)(Q) =0 (2.7)
—R2,1)(q)
Les dérivées premiére et seconde des contraintes de translation sont obtenues

simplement en se basant sur les vitesses et accélérations des deux points P? et
P? .

11>

h(q)

j A

hi(q,q) = °(¢,q) — (¢,q) = O
. )

ht(éjaq»q = ‘Ls(anvq) - mp(quLQ) =0 (28)

Les expressions des vitesses cartésiennes ©° et 2P sont linéaires en fonctions
des vitesses généralisées et la Jacobienne des contraintes J¢(g) est obtenue sim-
plement par différence des matrices Jacobiennes de translation associées aux
vitesses XP et x°.

Je(q) = Ji (a) — J{(q) (2.9)

Cette Jacobienne J¢(q) sera associée aux multiplicateurs de Lagrange A\
pour les contraintes (2.5).

On montre dans [13], & 'aide du Principe des Puissances Potentielles, que
les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de translation corres-
pondent aux composantes de la résultante des forces internes de liaison, ex-
primées dans le repére [Y] choisi pour le calcul des grandeurs cinématiques
relatives aux points PP et P®.

41e repére commun peut étre différent de celui du corps de base
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p: principal
s: secondaire

Fi1Gc. 2.3 — Condition de fermeture

AM=F

En ce qui concerne les équations de contraintes en rotation, nous utilisons
la relation suivante :

he(drq) 2 w® —wP = Jo(q)g =0

dans laquelle la vitesse angulaire relative du repére {X*} par rapport a {X?}
est utilisée, sans toutefois étre la dérivée des pseudo-contraintes d’orientation
(2.7). Cette technique est justifiée dans [105, 13] et assure la convergence du
processus de résolution.

Comme les vitesses angulaires w® = J2(q)¢ et wP = JP(q)q sont linéaires par
rapport aux vitesses généralisées, on peut & nouveau obtenir la Jacobienne des
contraintes J,.(¢q) par différence des matrices Jacobiennes de rotation associées
aux reperes {XP} et {X*}.

Jr(q) = J7(q) — JE(q) (2.10)

Nous utilisons alors naturellement la différence des accélérations angulaires
en guise de dérivée seconde des contraintes d’orientation :

he(d,q) £@0° —@P =0
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On peut également montrer que les multiplicateurs de Lagrange A, associés
a la Jacobienne des pseudo-contraintes d’orientation sont les composantes, dans
le repére choisi pour exprimer les composantes des vitesses angulaires, du couple
pur de liaison qui maintient ’orientation relative constante des deux parties du
corps original.

Remarque Sur base des six contraintes engendrées par la coupure d’un corps,
on peut créer toute une série d’autres situations, correspondant & des coupures
d’articulation, en choisissant le repére dans lequel on exprime les grandeurs
cinématiques utilisées pour 1’écriture des contraintes et en éliminant une ou
plusieurs des équations de contraintes.

Nous ne détaillerons pas toutes les combinaisons possibles mais les deux
exemples suivants illustrent ce principe.

En éliminant une des trois contraintes de translation, on donne un degré de
liberté relatif au deux corps principal et secondaire dans la direction d’un axe
du repére choisi pour exprimer les contraintes. La situation correspond alors
au cas de la coupure d’une articulation prismatique reliant les deux corps si on
choisit le repére d’un des deux corps pour exprimer les contraintes.

En éliminant les trois contraintes de rotation, on obtient une situation équi-
valente & la coupure d’une articulation sphérique, une rotule, reliant deux corps.
Ce cas est proposé ci-aprés.

2.2.2 Coupure d’une articulation sphérique

Cette seconde coupure est utilisable dans le cas ol deux corps de la chaine
cinématique fermée sont reliés par une rotule idéale®. Cette situation relative-
ment fréquente est illustrée sur la figure 2.4.

Il est alors plus intéressant d’ouvrir la chaine au niveau de la rotule que de
couper un corps, étant donné le nombre réduit d’équations de contraintes en-
gendrées. Celles-ci sont uniquement des contraintes de translation qui imposent
une position identique aux deux points P et @, qui correspondent au centre
de la rotule et appartiennent respectivement aux deux corps ¢ et j reliés par
celle-ci.

Ainsi, en notant 27 (q) et 29(q) les composantes exprimées dans un repére
commun, des vecteurs position des deux points qui coincident avec le centre de
la rotule, on peut écrire les contraintes géométriques comme ceci :

h(q) £ 29(q) — 2" (g) = 0 (2.11)

Les dérivées premiére et seconde sont obtenues simplement par égalité des com-
posantes de vitesse et d’accélération des points P et Q.
On retiendra que la coupure d’une articulation sphérique

5sans jeu, ni couple transmis entre les deux corps
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Fi1G. 2.4 — Coupure d’une articulation sphérique

e élimine du modéle les trois variables de rotation de Iarticulation, ce qui
réduit le nombre de coordonnées généralisées du modéle,

e n’engendre que trois équations de contraintes géométriques, ce qui réduit
le nombre d’équations & résoudre par rapport au cas de la coupure d’un
corps. De plus la convergence numérique du processus de résolution des
contraintes de translation est généralement meilleure que celle des équa-
tions de rotation, basée sur une Jacobienne issue de pseudo-contraintes.

2.2.3 Coupure d’une bielle

Cette procédure de coupure est utilisée lorsque deux corps sont reliés par
une bielle de connection dont la masse et I'inertie sont négligeables. Les extré-
mités de la bielle doivent correspondre & des articulations sphériques idéales
(ou éventuellement une articulation sphérique et un joint universel).

Dans ce cas, la bielle a simplement pour effet de maintenir une distance [
constante entre deux points P et @ de la structure, comme illustré sur la figure
2.5).

La bielle est le siége de contraintes internes de traction ou de compression
dont la résultante est une force de liaison qui est appliquée aux corps ¢ et j,
dans la direction de la bielle. Les effets d’inertie de la bielle ou de frottement
dans les articulations sphériques sont négligés.

L’équation de contrainte est unique et provient de la condition géométrique
imposée par la bielle. La distance séparant les points P et @ est calculée sur
base des positions relatives des deux points. Le vecteur P—Q> est définit par la

relation x(q) = x?(q) — x(q). La condition géométrique fixe cette distance a
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F1c. 2.5 — Coupure d’une bielle

la valeur [ :
[ x(q) =1

En pratique, pour obtenir une expression plus compacte de sa dérivée,
I’équation de la contrainte est exprimée comme ceci :

2 2
M) 2 ] Ix(a) |7~ = 5 x(a) - x(a) ~ 5 =0 (212

Cela évite I'extraction de racine carrée et 'expression de la dérivée premiére
est simplement :

h(¢,q) = x(q) - %(¢,q) =0 (2.13)

Cette expression peut-étre récrite en tenant compte de la dépendance li-

néaire des expressions des vitesses des points P et @ en fonctions des vitesses
généralisées :

Lo 0x%(q) .
h(g,q) =x(q) - - .(T) q (2.14)
q
D’ott on peut tirer facilement ’expression de la Jacobienne de la contrainte :
0x(q
J(q) = x(q). aq(T) (2.15)

L’expression de la dérivée seconde de la contrainte, dans laquelle appa-
raissent les accélérations des points P et @, est obtenue de fagon semblable :

h(G,d,q) = %(4,q) - %(4, q) +x(q) - (4, ¢, q) (2.16)
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On montre dans [13] comment obtenir la relation entre le multiplicateur de
Lagrange \ de la contrainte et la force de liaison F' :

F 1
[
On constate donc que A représente une force de liaison par unité de longueur
[Newton/m)
On retiendra que la coupure d’une bielle
e ¢limine les variables de rotations des articulations situées aux extrémités
de la bielle, ce qui réduit le nombre de coordonnées généralisées dans le
modéle
e n’engendre qu’une seule équation de contrainte géométrique,
e doit étre utilisée avec précaution, dans la mesure ou elle consiste & sup-
primer un corps et deux articulations du systéme réel.

(2.17)

2.2.4 Articulations commandées

Le cas des articulations dont la cinématique est imposée a priori constitue
un cas particulier de contrainte. L’évolution temporelle de la coordonnée géné-
ralisée est dictée par une fonction f(¢) décrivant le mouvement imposé. Dans le
cas ou cette fonction ne dépend pas des autres coordonnées généralisées, ’équa-
tion de contrainte associée & ’articulation j dépend cette fois explicitement du
temps et s’écrit simplement :

h(g,t) 2 ¢ — f(t) =0 (2.18)

Les expressions des dérivées d’une telle contrainte peuvent étre déduites ai-
sément. La ligne de la Jacobienne associée ne contiendra qu’un seul élément non
nul 4 la colonne j correspondant au coeflicient de la variable ¢; dans I’équation
de la contrainte.

La résolution de ces équations de contraintes est triviale. En pratique, les
valeurs des coordonnées associées aux articulations commandées peuvent étre
déterminées directement et indépendamment de toutes les autres coordonnées.
Nous ne les considérons donc pas comme des coordonnées dépendantes, mais
comme des coordonnées indépendantes pour la résolution des contraintes sclé-
ronomes présentée dans la section 2.4.

2.2.5 Autres contraintes imposées par 1’utilisateur

Les trois cas de coupure présentés ci-dessus ainsi que la commande ciné-
matique de certaines articulations ne suffisent pas toujours pour modéliser le
comportement d’un systéme ou de certains éléments.

Un exemple simple est le cas de la présence d’une articulation hélicoidale
(ex : une vis) entre deux corps. Une telle articulation ne permet qu’un seul degré
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de liberté relatif mais présente deux mouvements combinés : une translation et
une rotation selon le méme axe. Elle peut étre modélisée par deux articulations
prismatique et rotoide élémentaires dont les coordonnées articulaires respectives
z(t) et 6(t) doivent étre soumises & une relation algébrique linéaire du type
k.0(t) — z(t) = 0 ou la constante k représente le pas de la vis. Dans ce cas, la
contrainte prend la forme d’une combinaison linéaire de coordonnées et peut
étre générée symboliquement par ROBOTRAN.

Tous les exemples ne sont pas aussi simples et il est parfois utile voire
nécessaire d’imposer des contraintes trés particuliéres dont la forme sera gé-
néralement non linéaire. Les expressions de ces contraintes ne seront alors pas
calculées symboliquement par ROBOTRAN mais bien implémentées par 1'uti-
lisateur dans une fonction externe fctext(q). Nous imposons toutefois que ces
contraintes particuliéres soient scléronomes, comme dans le cas des coupures.

L’équation suivante sera générée par ROBOTRAN

hdusr = fctext(q)

ot le tableau h.J,s, renvoyé par la fonction fctext(q) contient a la fois la valeur
de la contrainte et la valeur des termes non nuls de la ligne correspondante de
la Jacobienne.

L’utilisateur devra également implémenter une fonction d2fctext(q,q) sé-
parée pour le calcul des termes J¢§ qui interviennent dans la dérivée seconde de
sa contrainte.

Jdqdysr = d2 fctext(q, 4)

Afin de permettre un traitement symbolique optimal des contraintes et de
leur résolution, I'utilisateur doit fournir la liste de toutes les coordonnées ar-
ticulaires impliquées dans sa contrainte de telle sorte que ROBOTRAN puisse
déterminer quels sont, a priori, les termes nuls et non nuls de la ligne corres-
pondante de la Jacobienne.

2.3 Partitionnement des coordonnées

Comme nous l'avons déja dit, un systéme articulé soumis & des contraintes
posséde un nombre de degrés de liberté inférieur au nombre d’articulations
élémentaires présentes dans sa structure.

En appelant

e n, le nombre d’articulations élémentaires de la structure arborescente

aprés coupure des boucles,

e m, le nombre d’équations de contraintes scléronomes scalaires indépen-

dantes,

e ¢, le nombre d’articulations commandées dont la cinématique est imposée

(voir 2.2.4) et donc connue a priori,
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on peut déterminer le nombre f de degrés de liberté du systéme par la relation
suivante :

f=n—-m-—c (2.19)

Nous nous intéressons dans ce travail au cas ot ce nombre de degrés de
liberté f est positif. Dans le cas particulier ou f = 0, le systéme peut encore
avoir une mobilité si certaines articulations sont commandées, c’est-a-dire si
¢ > 0, et faire 'objet d’un analyse cinématique. Si f = ¢ = 0, le systéme est
totalement contraint et sa structure est alors statique, toutes les coordonnées
généralisées ¢ ont une valeur constante et donc ¢ = ¢ = 0.

La résolution des m contraintes scléronomes permet alors de déterminer la
valeur de m coordonnées généralisées, que I’on note g, et que ’on appelle coor-
données dépendantes, en fonction des n — m autres coordonnées indépendantes
notées qy.

Cette technique de partitionnement des coordonnées a été proposée par We-
hage et Haug [37] en 1982 et est largement utilisée.

La matrice Jacobienne des contraintes joue un roéle essentiel dans la ré-
solution des équations de contraintes, et en particulier la sous-matrice carrée
construite avec les colonnes qui correspondent aux coordonnées généralisées
dépendantes g,. On la note J,,.

Il est indispensable que la matrice J, soit réguliére et bien conditionnée. Pour
cela, il faut que toutes les contraintes soient indépendantes et que le jeu des m
coordonnées ¢, soit choisi de telle sorte que J, soit de plein rang.
L’ensemble des n —m coordonnées indépendantes g, est alors composé de :
e ¢ coordonnées commandées ¢. dont les évolutions temporelles sont impo-
sées et qui sont appelées coordonnées commandées,
e f coordonnées g¢ qui correspondent aux degrés de liberté du systéme et
sont appelées coordonnées libres.

2.3.1 Approche numérique

Habituellement, dans le contexte de la génération symbolique, le choix des
variables indépendantes et dépendantes est laissé au soin de l'utilisateur. La
procédure classique consiste & générer tout d’abord les équations de contraintes
et & procéder & une analyse numérique préliminaire de la matrice Jacobienne.

Outre les coordonnées associées aux articulations commandées, on placera
nécessairement dans la partition des variables indépendantes les coordonnées
qui n’interviennent pas dans les contraintes, car les colonnes correspondantes
de la Jacobienne sont nulles.
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La sous-matrice constituée des colonnes de J correspondant aux autres co-
ordonnées, doit ensuite faire I’objet de "analyse numérique pour en dégager la
matrice J, et ainsi les m coordonnées dépendantes.

Une telle analyse peut consister en une recherche successive de m pivots de
valeur absolue maximale. Cette recherche est systématique lors de 'utilisation
d’une méthode numérique de factorisation LU avec pivotement total ou méme
partiel. Ces m pivots appartiennent & autant de colonnes qui seront utilisées
pour définir la matrice J,.

Cette méthode directe et rapide fournit systématiquement une et une seule
partition.

Toutefois, il existe bien souvent plusieurs partitions valides du point de vue
du conditionnement numérique de J,,.

Il faut savoir que la partition des coordonnées a une influence importante
sur la quantité et Defficacité des équations générées pour la modélisation d’un
systéme contenant des boucles cinématiques. En effet, comme nous le montrons
dans les paragraphes suivants, le choix des coordonnées dépendantes a une
influence sur la structure de J, et sur le découplage des contraintes, ce qui peut
entrainer une importante réduction des calculs nécessaires & leur résolution.

2.3.2 Structure de J, et découplage des contraintes

Considérons le mécanisme représenté sur la figure 2.6. Ce mécanisme plan
formé des sept corps agsemblés de maniére & former trois boucles cinématiques
ne posséde qu’un seul degré de liberté.

F1G. 2.6 — Mécanisme plan & un degré de liberté

Les trois boucles sont ouvertes par des coupures d’articulations comme in-
diqué sur la partie droite de la figure 2.6. Deux contraintes de translation sont
générées pour chaque coupure, afin d’assurer la coincidence de deux points dans
le plan. 11 reste sept articulations dans le systéme arborescent.

La Jacobienne des contraintes a la structure suivante ou les ® représentent
des termes non nuls :
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a=(@ @ 4 @ ¢ 46 a7 )

® ® ® - - - - Oh1s/0q

® ® ® - - - - dh1,/dq
g_le - e e | _| 0hn/0g
® ® ® - Ohay /0q

® - ® ® - ® Ohs./0q

® - ® ® ® dhs,/dq

Les lignes horizontales mettent en évidence les trois paires de lignes de la
matrice J qui correspondent aux trois coupures.

Nous allons utiliser ce petit mécanisme pour illustrer I'influence du choix de
la partition sur la structure de la Jacobienne J, et le découplage de la résolution
des contraintes.

Nous considérons trois partitions différentes, en considérant successivement
les coordonnées ¢q1, g2 et g4 comme variables indépendantes. Les coordonnées
dépendantes sont réordonnées pour assurer que les termes de la diagonale ne
soient pas nuls. La raison de cette permutation des colonnes de J, est donnée
dans la section suivante.

Partition 1 :

Choisissons la coordonnée ¢; comme indépendante.
G ={a}

w={®B @ ¢ @& @u 9}

® ®
® ®
..®®
Jv_
® &
Q| & ® ®
K| R ® &

Avec cette premiére partition, on constate que les deux variables dépen-
dantes qui interviennent dans les deux premiéres contraintes, relatives a la
premiére coupure, n’'interviennent pas dans les deux contraintes de la seconde
coupure et vice versa. Ces deux paires de contraintes peuvent étre résolues
séparément, indépendamment 1’une de Pautre.

D’un point de vue mécanique, cela signifie que les deux parties inférieures
gauche et droite du mécanisme peuvent étre assemblées séparément sur le corps
central, si celui-ci est fixe. Une fois résolues les contraintes relatives aux deux
premiéres coupures, la troisiéme boucle peut étre refermée & son tour.
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Partition 2 :

Nous choisissons maintenant le coordonnée g comme indépendante.
qu = {q2}

qv:{q;a g1 495 Qg6 Q4 Q7}

® ®
® ®
_ el® ®
Ju e ®
® ® ®
® ® ®

Avec cette seconde partition, on constate qu’il n'y a toujours que deux
variables qui interviennent dans les deux équations de contraintes relatives a la
premiére coupure. Ces équations peuvent donc étre résolues indépendamment
des autres équations de contraintes. En revanche, comme la variable ¢;, qui
correspond & la seconde colonne, intervient dans les équations relatives a la
seconde coupure, celles-ci ne peuvent étre résolues qu’aprés fermeture de la
premiére boucle. Il en est de méme pour la variable g5 et les équations relatives
a la troisiéme coupure.

Cette possibilité de résoudre les boucles cinématiques en cascade ou méme
en paralléle, est exploitée dans [45, 46] et [47]. Elle est a la base de I'utilisation
des "Kinematic Transformers" pour la représentation des systémes composés de
nombreuses boucles. Cette propriété est utilisable quelle que soit la méthode,
analytique ou numeérique, choisie pour résoudre les équations de contraintes.

Partition 3 :

Examinons cette fois, la conséquence du choix de g4 comme coordonnée
indépendante. g, = {qa}

w={aw o w & © ¢}

@ @ -|®
® ®|- -|®
_ ele ®
Tu e ®
@ ®
| ®

Cette troisiéme partition ne permet pas de résoudre certaines équations
indépendamment des autres, & cause de la présence de termes non nuls dans
les blocs situés hors de la diagonale de la matrice. Ces termes correspondent
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& un couplage des équations relatives aux trois coupures. L’ensemble complet
des équations de contraintes doit donc étre résolu en un seul bloc.

Remarque Cette situation se présente souvent lorsque les variables dépen-
dantes correspondent & des articulations situées dans des branches communes
& différentes boucles cinématiques. C’est le cas des variables ¢, ¢2 et g5 dans
notre exemple.

Cette observation devrait méme étre prise en considération lors de la mo-
délisation du systéme. Il est en effet souvent possible d’utiliser des chaines ci-
nématiques fictives pour introduire des coordonnées articulaires indépendantes
correspondant aux coordonnées absolues ou indirectes de certains corps du sys-
téme, et permettre de découpler la résolution des boucles cinématiques.

Cette technique sera illustrée a la section 2.7 pour la modélisation efficace
de robots ou de mécanismes & structure paralléle.

2.3.3 Factorisation bloc triangulaire de J,

Nous avons vu dans la section précédente que pour certaines partitions des
coordonnées, la matrice carrée J, pouvait présenter une structure intéressante
pour le découplage de la résolution des contraintes. Cette structure en bloc
n’est toutefois pas connue a priori. Il est nécessaire de la rechercher pour savoir
si elle existe, pour une partition donnée.

Afin de mettre cette structure en évidence, nous avons implémenté dans
ROBOTRAN une méthode de factorisation bloc triangulaire de la matrice J,.
Une méthode plus générale applicable aux matrices rectangulaires est présentée
en détails dans [106].

L’environnement MATLAB offre également une fonction dmperm qui permet
d’effectuer une telle factorisation sur une matrice rectangulaire.

La premiére étape consiste en la recherche d’un "maximum matching" [106].

Cela consiste a faire correspondre chaque ligne de la matrice avec une de ses
colonnes. On utilise pour cela une représentation de la matrice J,, sous forme de
graphe bipartite, comme illustré sur la figure 2.7 dont les noeuds, illustrés par
des (e), représentent les lignes et les colonnes, alors que les arcs (—) qui relient
les noeuds correspondent aux éléments. Les paires de noeuds sont formées en
commencant par associer entre eux ceux qui sont le moins connectés, c’est-a-
dire en associant d’abord les lignes et colonnes possédant le moins d’éléments.

Lorsque la matrice est carrée et réguliére, la procédure se termine lorsque
chaque ligne est associée & une colonne. Il va sans dire que chaque ligne ne peut
étre associée qu’une seule fois avec une colonne et vice versa.
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ligne 1 0>7<0 colonne 1

® ®| - . . . ligne 2 . ® colonne 2

@ 9 1 ligne3 e . 1
J = e ol - . gne colonne 3
i I ligne 4 . . colonne 4

RNI® - |® ®
®|® ® ® ligne 5 o o colonne 5
ligne 6 —————e colonne 6
FiG. 2.7 — Graphe bipartite d’'une matrice
Factorisation

La mise en évidence de la structure bloc triangulaire, nécessite de poursuivre
I’analyse du graphe bipartite de la matrice J,, pour trouver des chemins cy-
cliques. On ne retient que les cycles qui relient des noeuds de méme indice. Les
arcs qui relient ces noeuds de méme indice correspondent & des éléments dia-
gonaux. L’ensemble des arcs appartenant & des cycles disjoints correspondent
alors aux éléments qui formeront les différents blocs diagonaux de la structure
bloc triangulaire.

Lorsque tous les éléments diagonaux ont été associés dans des blocs, il ne
reste plus qu’a permuter les lignes et les colonnes de la matrice de maniére &
regrouper les éléments qui appartiennent a chaque bloc et & ranger les éléments
hors blocs diagonaux du méme coté de la diagonale de la matrice. On obtient
ainsi la structure bloc triangulaire.

L’algorithme complet est décrit en détail dans [106].

Remarques Cette méthode de factorisation n’utilise pas la valeur numérique
des éléments. Elle peut donc étre parfaitement appliquée dans le contexte de la
génération symbolique et a été implémentée dans le logiciel ROBOTRAN afin
de profiter au maximum des avantages d’une telle structure pour la matrice J,,.

Le caracteére triangulaire de la structure en bloc de J, qu’il est possible de
mettre en évidence dépend du partitionnement des coordonnées.

Pour chaque bloc diagonal, il est toujours possible de permuter les lignes et
les colonnes sans altérer la structure globale de la matrice. De telles permuta-
tions peuvent viser & placer les meilleurs pivots de ces blocs sur la diagonale, de
maniére & optimiser le comportement numérique de la méthode de résolution
des contraintes.

Actuellement, les permutations des lignes et des colonnes de J, sont ef-
fectuées symboliquement par ROBOTRAN pour effectuer la factorisation bloc
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triangulaire. Ces permutations sont déterminées une fois pour toutes au mo-
ment de la génération du modéle.

On peut néanmoins envisager de laisser & D'utilisateur la possibilité de spé-
cifier ces permutations et de désactiver la recherche automatique d’une facto-
risation bloc triangulaire par ROBOTRAN. Seule la vérification de la présence
d’éléments symboliques non nuls sur la diagonale sera maintenue pour des rai-
sons évidentes.

2.3.4 Meéthode de partitionnement symbolique

La partitionnement des coordonnées par une approche numérique ne garan-
tit pas que la matrice J, correspondante posséde une structure bloc triangulaire
intéressante. Par intéressante, nous entendons que les blocs diagonaux soient
petits, et que les éléments non nuls situés hors de ces blocs soient peu nombreux.
La structure la plus intéressante est évidemment celle d’une matrice purement
diagonale.

Au lieu d’utiliser une procédure numérique, on pourrait envisager d’appli-
quer une méthode de factorisation bloc triangulaire & la matrice Jacobienne
compléte et sélectionner les colonnes de la partie triangulaire pour définir la
partition des coordonnées. Cependant, des tests effectués a 1’aide de la fonction
dmperm disponible dans ’environnement MATLAB montrent que cette méthode
ne permet pas systématiquement de mettre en évidence une structure bloc tri-
angulaire intéressante.

Ceci s’explique par 'existence d’une multitude de solutions au probléme du
"maximum matching", c’est-a-dire de la recherche des m paires de lignes et de
colonnes de J ayant un élément non nul en commun. Or c¢’est précisément cette
étape de la méthode qui conditionne la décomposition de la matrice et donc la
partition obtenue.

Nous avons développé une procédure symbolique pour déterminer une par-
tition qui conduit & une structure bloc triangulaire intéressante pour J,. La
différence entre la procédure décrite dans [106] et celle que nous présentons ici
est que nous tenons compte du nombre d’éléments présents dans les colonnes
de J, pour la mise en correspondance de lignes et des colonnes.

Algorithme

e On définit pour chaque colonne j,
— N7, le nombre total d’éléments de cette colonne, soit le nombre total
de lignes ¢ qui ont un élément en commun avec cette colonne j
— L? le nombre de lignes dont I'indice est supérieur ou égal & 7 et qui ont
un élément en commun avec cette colonne j,
o On définit pour chaque élément F;; appartenant & la ligne 7 et & la colonne
J, un nombre de connexions S;;. Il s’agit du nombre d’éléments non nuls
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Ey; de la matrice J, tels que Ex #0 et Ey # 0 avec i # ket j # L.

On va associer & chaque ligne ¢, de la premiére & la derniére, une colonne j
telle que

e larticulation j n’est pas commandée g; ¢ {q.},

e l’élément F;; est non nul,

e NJ < N* avec Lz >0 et Si; < Sik. Si Si; = Sik on choisit j : j < k.

L’ensemble des indices j des colonnes affectées successivement & chaque ligne
1 constitue I’ensemble des indices des coordonnées dépendantes.

Remarques La méthode proposée se révéle étre efficace dans la plupart des
cas. Un exemple d’application fructueuse de cette méthode est présenté a la
section 2.8.2, ou elle a permis de déterminer une excellente partition, en ce qui
concerne le nombre d’équations du modéle généré.

Toutefois, cette méthode ne se base que sur des considérations de nature
symbolique. Aucun test numeérique n’est effectué. Elle n’offre donc a priori
aucune garantie que la matrice J, obtenue est bien conditionnée.

Il est toujours indispensable de procéder & une analyse numérique pour va-
lider la partition engendrée. Le conditionnement de la matrice J, est un facteur
sensible pour la bonne convergence de la méthode de Newton-Raphson utilisée
pour la résolution des contraintes, et constituera donc toujours un élément clé
dans ’appréciation d’une partition.

2.3.5 Syntheése

Nous résumons ici les différents éléments relatifs au partitionnement des co-

ordonnées préalable & la génération symbolique du modéle dynamique complet.

Nous distinguons :

1. le partitionnement des coordonnées, qui définit I’ensemble des colonnes
de la Jacobienne qui constituent la sous-matrice J, ainsi que ’ensemble
des coordonnées dépendantes,

2. les permutations adéquates des lignes et des colonnes de J, qui garan-
tissent le bon comportement numérique de la méthode itérative de Newton-
Raphson utilisée pour la résolution des contraintes,

3. les permutations des lignes et des colonnes de J, qui permettent de mettre
en évidence une structure bloc triangulaire favorable & la réduction du
nombre d’opérations du modéle.

En ce qui concerne le partitionnement des coordonnées, plusieurs approches

sont envisageables :

1. on peut utiliser une méthode de partitionnement numérique par pivote-
ment de la Jacobienne. La recherche de m pivots de valeurs maximales
définit & la fois la partition et les permutations de lignes et des colonnes
de J,, en fonction de la séquence de découverte des pivots,
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2. nous proposons une méthode symbolique qui fournit la partition des co-
ordonnées en ne se basant que sur un examen de la structure de la Jaco-
bienne,

3. pour des systémes simples, on peut effectuer la partition "manuellement"
en se basant sur ’expérience acquise.

Les permutations des lignes et des colonnes peuvent également étre déter-
minées de plusieurs fagons différentes :

1. en conservant celles qui sont déterminées par la méthode de partitionne-
ment par pivotement appliquée a la Jacobienne compléte,

2. en appliquant une technique de pivotement & la sous-matrice .J,,, lorsqu’on
a utilisé une méthode de partitionnement symbolique ou manuelle,

3. en cherchant & mettre en évidence une structure bloc triangulaire pour
Jy.

Dans ce dernier cas, il est encore possible d’effectuer des permutations des
lignes et des colonnes au sein des blocs diagonaux, tout en conservant la struc-
ture bloc triangulaire.

Il est vivement conseillé de procéder & un pivotement des sous-matrices qui
correspondent aux blocs diagonaux pour déterminer les permutations optimales
des lignes et de colonnes de J,.

Ces permutations des lignes et des colonnes peuvent étre spécifiées & RO-
BOTRAN et seront alors figées dans le modéle généré une fois pour toutes.

Nous recommandons l'utilisation de la procédure de partitionnement sym-
bolique et la factorisation bloc triangulaire de J, suivie du pivotement des blocs
diagonaux.

Cette solution permet de combiner les avantages

e de la structure intéressante de J, et

e d’un bon comportement numérique de la méthode de résolution,
pour la réduction du nombre d’opérations a effectuer lors de I'utilisation du
modéle du systéme.

2.4 Résolution des équations de contraintes

La plupart des m équations de contraintes proviennent de ’ouverture de
chaines cinématiques fermées et sont généralement non linéaires par rapport
aux variables articulaires. Une des conséquence de cette non linéarité est qu’il
n’existe pas toujours de solution analytique & ces équations. Dans ces cas 13,
leur résolution implique l'utilisation d’une méthode numérique itérative, telle
que la méthode de Newton-Raphson.
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2.4.1 Calcul des coordonnées généralisées dépendantes

La méthode de résolution présentée ici est en fait une implémentation sym-
bolique de la méthode de Newton-Raphson. Cette méthode ne fournit pas une
solution directe analytique des équations de contraintes (2.1), mais son uti-
lisation permet de trouver la valeur numérique de la solution. Elle nécessite
une bonne estimation initiale de la valeur des coordonnées dépendantes. Leurs
valeurs précises sont alors calculées de fagon itérative par la formule suivante :

o+l _ k oh(q) -
fdt - (508) h (220)

Nous proposons de générer symboliquement tous les éléments nécessaires
a Pexécution itérative de ’équation (2.20). Les contraintes et la Jacobienne
provenant des coupures des boucles cinématiques sont générées en utilisant les
formalismes présentés dans la section 1.2. Les équations nécessaires i I’évalua-
tion du terme J,(q)~! - h(q) sont également générées symboliquement.

En définissant le terme Ag, comme ceci :

A _
AQ’U = _JU(Q) . h(q) (221)

L’équation itérative (2.20) est alors récrite :
@t =¥ + Aqgo (2.22)

Le controle de la convergence du processus itératif de résolution est basé
sur I’évaluation de la norme des contraintes ||k||. En pratique nous utilisons le
carré de la norme dont I'expression est générée symboliquement en effectuant
le produit scalaire h™ h.

Calcul de Ag,

Nous développons dans ce paragraphe le calcul symbolique du terme Ag,
qui apparait dans I’équation (2.22). Nous n’utilisons pas la définition (2.21) de
ce terme pour son calcul. Nous évitons ainsi de calculer 'inverse de la matrice
Jacobienne J,,. Pour obtenir Ag,, nous résolvons le systéme linéaire suivant :

Jo(q) Agy = —h(q) (2.23)

La résolution de ce systéme d’équations (2.23) est basée sur une factorisation
LU de la matrice J,. L’algorithme de la factorisation LU qui a une complexité
O(N?3/3) [18], est repris ci-aprés. 1l permet de calculer les matrices L et U
correspondant & une matrice A non symétrique, telles que A = LU. Les éléments
a;; sont écrasés par l;; si ¢ > j ou par u;; sinon. La méthode tombe en défaut
si le terme api s’avére étre nul.
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Fork=1:n
For i=k+1:n
@ik = ik /A
For j=k+1:n
Qjj = Qjj — Qkj ik
end
end
end

L’utilisation de cet algorithme nécessite que tous les termes ayg situés sur
la diagonale de la matrice J,, soient différents de zéro.

I I .
h (QuaqU) JI \i
W' (qus abs ai") ® g,
h = Jv = \
R (qu, gL, g7, g1 1) ® ® g \:’1
& & &

Chaque ligne de la matrice .J, correspond & une équation de contrainte h et
chaque colonne & une coordonnée dépendante q,.

On note J!, J'I etc. les différents blocs diagonaux de la Jacobienne. Dés
lors, h!, h!l etc. sont les équations de contraintes correspondant aux blocs
I, II, etc. De facon similaire, g%, ¢! etc. sont les ensembles des coordonnées
dépendantes correspondant aux différents blocs.

La structure bloc triangulaire de la matrice J,,, permet de résoudre les équa-
tions de contraintes h(g) = 0 en n’utilisant que les éléments de J, situés dans
les blocs diagonaux.
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JI

JII
diag __
J =

JIII

En effet, il est possible de résoudre les groupes de contraintes h!, h!!, etc.
correspondant aux blocs J!, J!! | etc. de la Jacobienne, de facon récursive, bloc
par bloc.

La résolution itérative des équations de contraintes h! va fournir les valeurs
des coordonnées ¢’. Ces coordonnées sont alors considérées comme indépen-
dantes pour la résolution des équations de contraintes qui se rapportent aux
blocs suivants.

On peut alors procéder a la résolution itérative des équations de contraintes
Rl afin d’obtenir les valeurs des coordonnées ¢'! et ainsi de suite jusqu’a ce
que toutes les équations de contraintes soient résolues et toutes les valeurs des
coordonnées dépendantes soient connues.

La conséquence intéressante de cette observation est que seuls les termes
situés dans les blocs diagonaux de J, sont nécessaires pour le calcul des Ag,.
On peut résoudre le systéme d’équations (2.23) bloc par bloc et générer les
expressions symboliques des Aql, Ag!l,--- en résolvant symboliquement des
systémes d’équations plus petits pour chaque bloc de la matrice, ce qui constitue
une économie de calculs évidente.

TN qu, ab) - Aqt = 1! (qu. q})
1T I Il II II I Il
= N @ @) - Ag, = —h (quy 0, 4,)
s JIII(qu7q£,q£I7qIII) . AqIII — _hIII(qUquI”qu’qIII)

v v v

Ce principe de résolution récursive concerne ’évaluation numérique des
équations de résolution générées symboliquement. La structure proposée pour
I'implémentation de la procédure numérique de résolution itérative des con-
traintes est illustrée sur la figure 2.8.
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qtz’qz/
Yy |
n(q,.q.)
0 Aq'=—(J,)"H
Jv(qu’qv) ql(kJrI):q/(k)_'_Aql
LU (J) Y

yes .
Y |
h"(q,.q,)
u v 1 IIN\—1, 1
[[(q q/ qu) Agq :_(JV) h
v u’ 1y’ 1y (k+1) (k) 11
= +A
LU(J{,[) q q q,
A
no
yesi
v

F1G. 2.8 — Organigramme de résolution des équations de contraintes

Génération symbolique

On remarquera toutefois que pour pouvoir en effectuer 'analyse et la fac-
torisation, la matrice J, a du étre préalablement générée symboliquement. La
séquence de génération symbolique des équations de contrainte ainsi que des
termes de J, ne correspond donc pas a priori & la séquence d’évaluation déter-
minée a posteriori.

Afin de pouvoir identifier et trier les expressions relatives aux différents
blocs, les équations de contraintes, les termes de la Jacobienne et les autres
éléments utilisés dans la résolution des contraintes sont marqués par un code
d’identification. Ceci est indispensable pour pouvoir imprimer les équations
dans une séquence correcte et insérer les instructions de contréle d’exécution
appropriées du langage choisi pour exporter les équations.
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2.4.2 Calcul des vitesses généralisées dépendantes

La résolution des dérivées premiéres des équations de contraintes consiste
en la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont les inconnues sont les
vitesses généralisées dépendantes g, .

Les valeurs des coordonnées dépendantes doivent étre connues avant de
pouvoir évaluer les expressions générées pour le calcul des vitesses.

L’équation (2.2) peut étre récrite comme ceci en considérant le partitionne-
ment {qy; ¢y} des coordonnées :

J(9) ¢ = Ju(q) du+ Ju(q) o =0 (2.24)

Jy, est la matrice constituée des n — m colonnes de la matrice Jacobienne
des contraintes correspondant aux n — m coordonnées indépendantes q,.

Le systéme linéaire & résoudre est alors le suivant :
Jo(q) 4o = —Ju(q) du (2.25)

Et les valeurs des vitesses dépendantes sont obtenues par I’évaluation de
P’expression

ot By 2 —J7Ng) Julg) (2.27)

B, est appelée la matrice de couplage des vitesses [13]. Cette matrice joue
un role essentiel dans la formulation réduite des équations du mouvement. En
pratique, elle est obtenue colonne par colonne en résolvant n — m systémes li-
néaires d’équations dont les termes indépendants sont les colonnes de la matrice
Ju :

Jv(q) Bvu = 7Ju(q) (228)

Nous allons & nouveau utiliser la structure bloc triangulaire de la matrice J,
et calculer les termes de B, de facon récursive, bloc par bloc. Toutefois, dans
ce cas, nhous ne pouvons pas négliger les termes situés hors des blocs diagonaux
de J,. On notera que les lignes de J, doivent subir les mémes permutations
que celles qui permettent d’obtenir la structure bloc de J,,.
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JI \1
JII,I JII \2‘(
JIII,I JIII,II JIII

<

BI

VU

BII

vu

BIII

vu

—J!
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_JII
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7Ju
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Le systéme d’équations (2.28) peut alors étre résolu bloc par bloc comme

ceci :
1 I _ 1
J' By, =—J,
II I __ 11 11,1 I
- J Bvu - 7Ju —J ! Bvu
IIT 117 _ IIT II1,1 I II1,11 II
— J 'Bvu __Ju —J 'Bvu_‘] 'B'uu

Les vitesses dépendantes peuvent alors étre calculées par groupe & ’aide des

équations suivantes :

d,' = By, Gu

IIT IIr -
a4y _Bvu Gu

Cette méthode de calcul des vitesses n’est pas la plus économique, mais
comme nous ’avons mentionné plus haut, elle est justifiée par la nécessité de
disposer de la matrice de couplage des vitesses pour effectuer ultérieurement la
réduction des équations du mouvement. Dans un contexte différent, ot on ne
désirerait pas obtenir explicitement la matrice B,,, on notera que les vitesses
dépendantes ¢, peuvent étre obtenue en résolvant 1’équation (2.25) bloc par
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bloc comme ceci :

Ty = =T
= JTq = =T G = T gy

Ir7r  -Iiri __ II7I - Irr,r I II11, 11 .11
= J g, ==dy qu—J Gy —J "4,

2.4.3 Calcul des accélérations généralisées dépendantes

La résolution des dérivées secondes des équations de contraintes consiste
également en la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont les inconnues
sont cette fois les accélérations généralisées dépendantes g, .

Les valeurs des coordonnées et des vitesses dépendantes doivent étre connues
avant de pouvoir évaluer les expressions générées pour le calcul des accéléra-
tions.

L’équation (2.3) peut étre récrite comme ceci en considérant le partitionne-
ment {qy; ¢y} des coordonnées :

J(q) G+ J(0.@)q = Ju(q) Gu+ Ju(q) Go + J(g,4)q =0 (2.29)

Le systéme linéaire & résoudre est donc le suivant :

Jo(q) Go = —Ju(q) Gu — J(q, Q)q (2.30)

Et les valeurs des accélérations dépendantes peuvent alors étre obtenues par
I’évaluation de ’expression

Bow Gu + b (2.31)
—J, M q) J(g,9)q (2.32)

G
ou b 2

Le vecteur b’ est obtenu en résolvant le systéme linéaire d’équations suivant :

Jv(q) b/ = 7J(qa Q)q (233)

Nous utilisons & nouveau la structure bloc triangulaire de la matrice J,
pour calculer les termes de b’ de facon récursive, bloc par bloc. Les termes
de J(q,q)¢ doivent subir les mémes permutations que celles qui permettent
d’obtenir la structure bloc de J,.
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JI \i . . yI gt
JILI g \2 . pIT —JgHt
JUILI  gIILIT I \3( pII i _jgttt

® & &

Le systéeme d’équations (2.33) est alors résolu bloc par bloc comme ceci :

JI . b/I _ _Jqf
2N JII _b/II — _jq[] _ JII,I 'bll
s JIII . b/III _ _J'q«III _ JIII,I A b/[ _ JIII,II 3 b/II

Les accélérations dépendantes peuvent étre calculées & I’aide des expressions
suivantes :

Gy = By Gu+ 0"
(I{,I:Bgi q'u+b/11

(-ngI — B{)i[ q~u+b/III

2.5 Génération symbolique des équations du mou-
vement

Dans cette section nous allons montrer comment on peut générer symbo-
liquement une formulation réduite ¢ des équations du mouvement pour des

6Cette formulation réduite des équations du mouvement est parfois appelée "embedded
formulation" en anglais
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systémes contenant des boucles cinématiques. L’obtention des équations ré-
duites repose sur le partitionnement des coordonnées [37] et sur ’élimination
des multiplicateurs de Lagrange A qui sont présents dans les équations (2.4).

Cette réduction de ’ensemble des n+m équations différentielles-algébriques
fournit n — m équations purement différentielles qui peuvent étre intégrées en
utilisant des méthodes numériques classiques.

Nous présentons ici une formulation réduite ou les contraintes sont résolues
non seulement en accélération, mais également en vitesse et en position [13].
Nous utilisons pour cela la méthode présentée dans la section précédente.

La formulation réduite proposée par d’autres équipes [53, 6] qui utilisent
également l'approche symbolique, n’incluent pas systématiquement cette ré-
solution compléte des contraintes. Dans ces formulations réduites, les valeurs
des vitesses et des positions dépendantes sont obtenues par une double inté-
gration des accélérations dépendantes, lesquelles sont calculées explicitement &
laide des dérivées seconde des contraintes. Ceci peut poser des problémes de
divergence et d’ouverture des boucles lorsque les modéles sont intégrés pendant
des temps relativement longs. Il peut alors s’avérer nécessaire d’introduire des
termes de stabilisation dans les expressions utilisées pour le calcul des accélé-
rations dépendantes. Nous évitons totalement ce probléme en calculant expli-
citement les positions et les vitesses dépendantes par résolution des équations
de contraintes et de leurs dérivées premiéres.

Une formulation augmentée est parfois utilisée également. Elle est proposée
ici essentiellement dans un but de comparaison. Dans cette formulation aug-
mentée, les contraintes ne sont pas résolues mais intégrées conjointement aux
équations du mouvement, ce qui fournit les valeurs des coordonnées dépen-
dantes. L’intégration de la formulation augmentée nécessite 1'utilisation d’une
méthode de stabilisation telle que la méthode de "Baumgarte" [48], afin d’éviter
la divergence due a I’accumulation d’erreur sur les coordonnées dépendantes et
leur dérivées.

Nous présentons pour commencer le cas de la génération d’une formula-
tion réduite implicite aussi appelée modéle dynamique inverse. Bien que cette
formulation puisse également étre utilisée pour la simulation de systémes, en
utilisant des méthodes d’intégration implicites [44], elle est utilisée, a la base,
pour calculer les forces généralisées développées par les actionneurs présents
dans le systéme.

2.5.1 Formulation implicite

L’équation (2.4) peut étre obtenue sous forme implicite comme cela a été
montré dans le chapitre précédent. Pour un systéme soumis & des contraintes,
elle s’écrit de la facon suivante :

®(q, G, G, -) = Q+ JTA (2.34)
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En tenant compte de la partition {qy;q,} des coordonnées généralisées, on
peut écrire (2.34) comme ceci :

(5 )= (&) ()

En éliminant les multiplicateurs de Lagrange A on obtient I’équation sui-
vante :

D, + BvuT(bv = Qu + BZ;:,QU

Dans le cas de la dynamique inverse, les inconnues sont les efforts & fournir
par les actionneurs du systéme de telle sorte que celui-ci évolue conformément
& la trajectoire décrite par I’évolution temporelle des coordonnées généralisées
et de leurs dérivées {q, q, G}

Les forces généralisées articulaires @@ comprennent les efforts @, dévelop-
pés par les actionneurs ainsi que les forces généralisées passives (), provenant
d’éléments élastiques ou dissipatifs présents dans les articulations. On définit
I’ensemble g, des articulations actionnées.

Pour ’articulation 7 on aura alors :

2.35
Qjp + 0 sinon. (2:35)

0, = {ijwja s j € ga
On remarquera que la partition {q, : ¢, } des coordonnées est indépendante
de la répartition des actionneurs dans le systéme. On utilise deux sous divisions
des coordonnées :
® (ua et Quq correspondent aux articulations actionnées,
® (una €t Quna correspondent aux articulations non actionnées.
En utilisant la définition suivante :

U= ((I)u - Qup) + Bgu(q)v - va) (2~36)

On peut récrire les équations dynamiques implicites comme ceci :

( ;’u“n) _G (%Z) (2.37)

Eua
5| Bl ) (2.38)

avec G = <

ou F,, est une matrice identité et By, est la matrice obtenue en sélection-

nant les lignes de la matrice B,, qui correspondent aux coordonnées dépen-
dantes relatives aux articulations actionnées.
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La taille de la matrice G dépend du nombre d’actionneurs présents dans le
systéme. Si le nombre d’actionneurs est égal au nombre de degrés de liberté,
alors la matrice G est carrée’.

On dit que le systéme est sur-actionné si le nombre d’actionneurs est supé-
rieur au nombre de degrés de liberté. Dans ce cas, la matrice G posséde plus
de colonnes que de lignes et est donc rectangulaire horizontale.

Nous pouvons générer les expressions symboliques des efforts articulaires @,
développés par les actionneurs, méme si le nombre d’actionneurs est supérieur
au nombre de degrés de liberté.

Dans le cas inverse, le systéme est sous-actionné et la matrice G posséde
moins de colonnes que de lignes.

Les expressions des efforts des actionneurs ne sont pas calculés explicitement
dans ce cas, seuls les termes de U et de la matrice G sont générés symbolique-
ment.

Systémes non suractionnés

Lorsque le nombre d’actionneurs est égal au nombre de degrés de liberté,
il est possible de résoudre le systéme d’équations (2.37) en fonction des forces
généralisées développées par les actionneurs, & condition que la matrice G soit
de plein rang.

Qu=G'¥ (2.39)

Les forces généralisées (), sont obtenues par factorisation LU symbolique
de G et élimination de Gauss, comme dans le cas de la résolution des équations
du mouvements des systémes simples présentés dans le chapitre précédent.

Cas des sytémes sur-actionnés

Le cas des systémes sur-actionnés peut également étre traité symbolique-
ment. Nous utilisons la pseudo-inverse qui correspond & la solution de norme
Frobenius minimale. Si le rang de la matrice G est égal au nombre de lignes,
c’est-a-dire au nombre de variables indépendantes, on peut écrire I’équation
suivante qui fournit la solution pour les forces généralisées Q) :

Q. =GT (G G v (2.40)

Cette solution est obtenue en deux étapes :

"1’égalité du nombre d’actionneurs et du nombre de degrés de liberté ne garantit toutefois
pas que la matrice G soit de plein rang. En effet, selon la répartition des actionneurs, le
systéme peut étre localement sur-actionné et néanmoins globalement sous-actionné.
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1. Tout d’abord, on résout symboliquement le systéme d’équations suivant
en les inconnues z

Az =V avec A =G GT (2.41)

On remarquera que la matrice intermédiaire A est symétrique et peut
donc étre factorisée en utilisant la méthode LDLT. La valeur de z est
obtenue ensuite par élimination de Gauss.

2. Ensuite on obtient les expressions de ), en évaluant I'expression algé-
brique suivante
Q. =Gz (2.42)

2.5.2 Formulation explicite

Cette formulation permet d’obtenir une forme réduite des équations du
mouvement. Cette forme réduite est utilisée pour la simulation des systémes
contenant des boucles cinématiques. Les équations obtenues sont purement dif-
férentielles et correspondent aux équations d’état non-linéaires du systéme.

Pour obtenir cette forme réduite, nous commencons par générer la matrice
de masse M et le vecteur non linéaire c en utilisant le formalisme Newton-
Euler Récursif présenté dans le chapitre précédent, en se basant sur la structure
arborescente obtenue aprés coupure des boucles. Les contributions des forces
généralisées @) et des forces extérieures sont calculées comme pour les systémes
arborescents. Nous procédons ensuite au calcul de la matrice de masse réduite
M et du vecteur réduit F définis par les équations (2.45) et (2.46) écrites ci-
aprés. Finalement, les expressions des accélérations sont obtenues par résolution
symbolique du systéme d’équations réduites (2.48).

En fin de section, nous mettons en évidence l'intérét de ’approche symbo-
lique par rapport a ’approche numérique pour la génération de la formulation
réduite des équations du mouvement.

Génération de la forme réduite des équations du mouvement

En tenant compte de la partition {q,;q,} des coordonnées généralisées, on
peut écrire le systéme d’équations du mouvement sous la forme :

<Mw M,, >(q >+<cv )‘(QU )+(JUT A
Les multiplicateurs de Lagrange A peuvent étre exprimés comme ceci
A=J, " {( My, My, ) ( g.“ > +cp— Qv} (2.43)

et éliminés pour obtenir ’équation suivante ot réapparait la matrice de couplage
Byy = —J; Y,
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( My, Mw)<@)+&ﬁxmm Mw)(@>+

(CU - Qu) + BvuT(Cv - qu) =0

Ensuite, en introduisant les expressions des accélérations dépendantes G, =
Byugy + b obtenues par résolutions des dérivées secondes des contraintes, on
obtient le systéme suivant :

(Myu + MuyBuy + Buu” Myy + Buu” MyyBuw) Gu
+ (Muy + Bou” M) V' + (cu = Qu) + B (co = Qu) = 0
que nous écrivons de fagon plus compacte comme ceci :
M(u) G, + F(i,u) =0 (2.44)
avec :
M 2 My, + MyyBow + By (Myy + MyyByu) (2.45)
F 2 (o~ Qu)+ Myt + BuuT(co — Qu + My ) (2.46)

Parmi les coordonnées indépendantes g, se trouvent les coordonnées libres
qs et les coordonnées commandées q.. M et F peuvent étre récris en consé-

quence :
Myp My ds Fr\ _
(Mﬁ.Mw)(% (7)) =0 (2.47)

La valeur des accélérations des coordonnées commandées sont connues car
elles sont imposées. Les équations du mouvement peuvent donc finalement
s’écrire :

M, s+ F, =0 (2.48)
ou
M, = Mgy (2.49)

On utilise la méme technique de factorisation de Choleski ou LDLT que
pour la résolution du systéme d’équations du mouvement des systémes simples
présentée dans la section 1.3.4.

Aprés résolution du systéme d’équation (2.48), on obtient alors explicite-
ment les accélérations libres g7 :

C.I.f = ¢(q7 q, Fept, Lezt».g) (2.51)
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Les accélérations dépendantes ¢, peuvent étre obtenues en résolvant les
équations (2.31) des dérivées secondes des contraintes comme montré dans la
section précédente.

Les expressions des multiplicateurs de Lagrange peuvent étre générées en
utilisant I’équation (2.43) dans laquelle on a substitué §, en fonction de g, :

JIN = (Myy + MyyBuu)Gu + (co — Qo + My, V) (2.52)

Cette formulation est un peu plus économique car elle réutilise des termes
déja générés précédemment pour le calcul des termes de M et de F et ne
nécessite pas la génération explicite des accélérations dépendantes.

Diagramme général

La figure 2.9 illustre I'organisation des différentes parties d’'un modéle dy-
namique direct réduit tel que nous venons de le présenter.

Intégration numérique

La simulation du mouvement d’un systéme multicorps peut étre effectuée
par intégration temporelle des équations (2.51). Toutefois, comme ces équations
sont des équations différentielles du second ordre, il est habituel de les récrire
sous la forme d’une équation d’état directement utilisable par une méthode
d’intégration classique :

i = f(z) (2.53)

ou le vecteur d’état = est défini comme ceci :

v = ( gu ) (2.54)

Fa) = ( giq,q',Fezt,Lm,g) ) (2.55)

et

Une attention particuliére doit étre apportée au fait que les valeurs des
coordonnées dépendantes sont obtenues par résolution itérative des équations
de contraintes en utilisant la méthode de Newton-Raphson. Bien que cette mé-
thode soit évidemment moins efficace que I’évaluation d’une solution analytique
telle qu’envisagée dans [45], elle offre une trés bonne performance en simulation
car :

1. les éléments symboliques représentant la plus grande quantité de calcul,
& savoir la matrice J, et sa forme LU, sont de toute facon nécessaires
par ailleurs pour le calcul d’autres éléments utilisés pour la réduction des
équations,
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Résolution Contraintes
Position et Orientation Newton— Raphson
hlq,.q,)=0

Résolution Contraintes
Vitesses Lin. et Ang.

4,=B,,4,

\i
Cinématique
Progressive Externes
\ 5w, ¥, @ S et Cen

Forces

Résolution Contraintes
Accélérations Lin. et Ang.
4,=B,,4,%7 ¢

A

Dynamique Forces Articulaires
Régressive - Généralisées

Réduction 1 :
Elimination des  [«&
Mult. de Lagr.

\

Réduction 2 :
Elimination des

var. com.

Résolution
4,=M\F,

—

FiG. 2.9 — Diagramme du modéle dynamique direct réduit
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2. le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre une précision correcte de
lordre de 1071% sur la norme des contraintes, est relativement faible :
une ou deux itérations sont généralement suffisantes, car les valeurs ini-
tiales utilisées pour la méthode de Newton-Raphson proviennent du pas

de temps précédent g/~ 2.

Néanmoins, dans le cas de la simulation de systémes ou les valeurs de vitesses
articulaires dépendantes ¢, sont importantes, il est utile d’ajouter également
ces vitesses dépendantes dans le vecteurs d’état x présenté ci-dessus :

= ( Z ) (2.56)

L’intégration des vitesses dépendantes ¢, fournit alors une excellente esti-
mation ¢’ des valeurs des coordonnées dépendantes. Pour la méthode itéra-
tive de Newton-Raphson, ces valeurs ¢! constituent au pas de temps ¢, des
conditions initiales qui sont bien meilleures que les valeurs de ¢ ~2* calculées
lors du dernier pas de temps d’intégration. Les calculs supplémentaires requis
pour l'intégration de ces variables sont largement compensés par I’économie des
itérations supplémentaires nécessaires pour obtenir les valeurs précises des ¢,
lorsque les valeurs du pas de temps précédent sont utilisées comme estimations
initiales. Ces deux méthodes sont illustrées sur la figure 2.10.

t—At t t—At t
reportdirectdeq'™ ™"

N intégrationde g,

FiG. 2.10 — Estimation de g, par report direct ou par intégration

Remarque Pour la simulation de systémes dont les vitesses articulaires dé-
pendantes ¢, varient faiblement, les valeurs des coordonnées dépendantes ob-
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tenues par intégration des vitesses permettent souvent de satisfaire les critéres
de précision imposés pour la fermeture des boucles dans ce cas. On se retrouve
alors au méme niveau de performance que celui des modéles réduits ou les
équations de contraintes ne sont pas explicitement résolues, tout en gardant
l’avantage du controle de la précision.

2.5.3 Formulation augmentée

Cette formulation consiste & ajouter les dérivées secondes des équations de
contraintes aux équations du mouvement et & les intégrer conjointement. Ceci
conduit & résoudre un systéme de n+m — c équations au lieu de n —m — ¢ dans
le cas de la formulation réduite.

Les équations (2.4) sont récrites sous la forme suivante :

(7 ) ()= (%)

Les inconnues sont donc les n coordonnées généralisées g et les m multi-
plicateurs de Lagrange A. Comme dans le cas de la formulation réduite, les
accélérations des variables commandées sont déja connues et il est donc néces-
saire d’enlever les lignes et les colonnes de la matrice de masse M ainsi que
les colonnes de la matrice Jacobienne J qui correspondent aux articulations
commandées. Le membre de droite est également modifié en conséquence.

On notera My.4 la matrice augmentée du systéme

My My, —JF
Maug = ]\/[vf My, *JT

v

Jr Jo 0
et Fuug le vecteur des termes indépendants

Qf —cf — Mycge
Faug = Qv _'cv - Mvc(jc
_Jq - Jcijc
Ce qui permet d’écrire les équations augmentées du sytémes :

Cjnc

]\/[aug (.jv - Faug aveC  (gne = (Zf> (257)
A v

On notera que la matrice Mg,y peut ne pas étre réguliére si certains corps
terminaux ont une masse ou une inertie nulle?, ou si toutes les contraintes ne

8Ceci peut se produire, par exemple, lorsqu’on utilise des coupures de corps pour ouvrir
des boucles.
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sont pas indépendantes. Pour la suite, nous faisons I’hypothése que M., est
bien réguliére.

Ces équations peuvent étre résolues telles quelles pour obtenir les expres-
sions des accélérations articulaires ¢ et des multiplicateurs de Lagrange A. Les
accélérations peuvent alors étre intégrées directement en utilisant une méthode
numérique classique, en introduisant des termes de stabilisation qui font inter-
venir les contraintes ainsi que leurs dérivées premiéres dans les équations des
dérivées secondes [38, 48].

Dans le cas de l'utilisation de la méthode de stabilisation de Baumgarte
[38], cela donne :

P N A
Maug( 3 ) = Fuug ( S + 52h(q) ) (2.58)

ou les constantes a@ > 0 et 3 doivent étre choisies de fagon adéquate, ce qui
représente un inconvénient de la méthode. 1l est en effet, difficile de trouver des
indications pour effectuer les choix des valeurs numériques de ces constantes.

Les valeurs de ¢ et de A peuvent étre obtenue par résolution du systéme li-
néaire d’équation (2.58). Bien que la matrice augmentée My, soit symétrique,
il n’est pas possible de résoudre le systéme en utilisant une méthode de facto-
risation de type Choleski ou LDL” car la partie inférieure de la diagonale est
nulle.

Etant donnée sa structure, le pré-conditionnement requis pour la factorisa-
tion nécessite d’effectuer des permutations différentes des lignes et des colonnes.
Dans notre implémentation, des permutations des colonnes sont effectuées, ce
qui a pour conséquence de rompre cette propriété de symétrie. Nous utilisons
alors une factorisation LU pour la résolution du systéme.

( e ) = Paug(¢, ¢, Feat, Leat, 9) (2.59)

Tout comme pour l'intégration des expressions des accélérations indépen-
dantes obtenues par la formulation réduite présentée ci-dessus, les équations
différentielles du second ordre (2.59) sont récrites sous la forme d’équations
d’état :

jj = fnc(x)

ol le vecteur d’état z est défini comme ceci :
z = ( ne ) (2.60)
Qnec

fnc(x) — < ;Paug{('jnc} (q7 q, Femty Lexta g) > (261)

et
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Compte tenu de la structure de la matrice Mgy, il n’est pas possible d’éviter
de calculer les multiplicateurs de Lagrange A lors de la résolution du systéme
d’équations (2.58) qui fournit les valeurs des accélérations §p,..

2.6 Génération symbolique vs numérique

Dans les sections précédentes, nous avons présenté les différentes étapes
permettant de traiter le cas des systémes multicorps soumis & des contraintes
provenant des boucles cinématiques présentes dans leur structure. La méthode
du partitionnement de coordonnées qui permet d’obtenir une forme purement
différentielle des équations du mouvement® est une technique bien connue et
généralement utilisée dans le cas de la génération numérique des équations.

Nous 'avons implémentée dans le logiciel ROBOTRAN pour la génération
symbolique des modéles dynamiques directs et inverses de systémes & topologie
bouclée. L’approche symbolique offre des avantages bien connus en termes de
simplifications et de réduction du nombre d’opérations arithmétiques dans le
cas de la génération, par le biais de formalismes récursifs ou non, des équa-
tions du mouvement pour des systémes arborescent. Elle se montre tout aussi
intéressante, sinon plus, dans le contexte des systémes & topologie complexe.

Nous en résumons les raisons principales relatives & la résolution des équa-
tions de contrainte et & la réduction des équations du mouvement dans les
sections suivantes.

2.6.1 Traitement des contraintes

Dans la section relative & la résolution des contraintes, nous avons montré
que la matrice J, pouvait étre factorisée sous forme bloc triangulaire. Cette
structure offre deux avantages intéressants :

1. seuls les blocs diagonaux de J, sont triangularisés par factorisation LU
et non plus la matrice J, toute entiére, ce qui constitue une économie de
calculs considérable étant donné la complexité O(N3/3) de la factorisation
LU.

2. les m équations de contraintes peuvent étre résolues séparément, groupe
par groupe, selon une séquence déterminée par la structure de J,. Cette
séparation permet de réduire le nombre total d’évaluations des équations
de contraintes lors du processus itératif de résolution.

La génération symbolique permet d’effectuer cette analyse a priori et d’ef-
fectuer les manipulations nécessaires des équations pour les agencer de telle
sorte que leur évaluation se fasse selon une séquence optimale. Ce type d’opé-
ration est effectué une fois pour toutes lors de la génération, ce qui convient

9par élimination des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes
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parfaitement & I’approche symbolique, dans laquelle les phases de génération
symbolique et d’évaluation numérique des équations sont distinctes. Bien que ce
ne soit pas impossible, il serait relativement plus délicat de mettre en oeuvre un
processus similaire dans un logiciel purement numérique. En effet, dans le cas
de ’approche numérique, les phases de génération et d’évaluation des équations
sont identiques.

2.6.2 Reéduction des équations du mouvement

L’utilisation de la méthode du partitionnement des coordonnées et 1'éli-
mination des multiplicateurs de Lagrange pour la réduction des équations du
mouvement conduit & effectuer un nombre important d’opérations matricielles
comme le montrent les équations (2.45) et (2.46).

Les matrices impliquées sont, essentiellement la matrice de masse globale M
et la matrice de couplage B,,. Dans le cas de ’analyse des systémes contenant
des boucles cinématiques, ces matrices sont généralement creuses. La génération
symbolique des termes des matrices réduites M, et F,. définies par les équations
(2.45), (2.46) et (2.50) permet de réaliser une économie substantielle de calculs,
grace a ’élimination des opérations relatives aux éléments nuls.

l Systéme [ # Artic. [ #D.d.L. [ #Contr. [ Num. [ Symb. [ Gain ‘
Robot Delta 12 3 9 900 60 15
Plate forme Stewart 24 6 18 6840 330 20
Voiture Audi A6 54 14 40 78036 1897 41
Bogie articulé 53 29 24 146257 | 1075 136

TAB. 2.1 — Nombre d’opérations pour effectuer la réduction

La table 2.1 reprend des valeurs obtenues pour quelques systémes. Les
nombres d’articulations (#Artic.), de degrés de liberté (#D.d.L.) et de con-
traintes (#Contr.) sont indiqués pour chaque systéme. Les nombres d’opéra-
tions pour un processus numérique (Num.) sont estimés en fonction des tailles
des matrices correspondant aux caractéristiques respectives des systémes. Les
nombres d’opérations relatives & la réduction des modéles générés symbolique-
ment (Symb.) par ROBOTRAN sont également repris et comparés en terme de
gain relatif.

On remarque que la génération symbolique permet, en moyenne, de réduire
d’un facteur supérieur a 20, le nombre d’opérations arithmétiques en virgule
flottante nécessaires a la réduction des équations du mouvement. On remarque
que pour certains systémes plus complexes tels que le bogie articulé, un modéle
généré par 'approche numérique peut impliquer jusqu’a 136 fois plus d’opéra-
tions qu’un modéle généré par l'approche symbolique.
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Cette constatation montre de facon évidente l'intérét de ’approche sym-
bolique pour la génération de modéles dynamiques utilisés pour la simulation
de systémes multicorps. On notera que 'application de la technique du parti-
tionnement des coordonnées et de I’élimination des multiplicateurs de Lagrange
associés aux contraintes pour la génération des équations du mouvement sous
forme purement différentielle représente un coftit calcul relativement moins im-
portant dans les modéles obtenus par génération symbolique que dans le cas de
la génération numérique. On n’observe habituellement pas une telle différence
entre I’approche symbolique et I’approche numérique pour les autres parties du
modéle, comme par exemple pour la génération récursive des équations ciné-
matiques et dynamiques (voir figure 2.9).

Ceci justifie pleinement notre contribution qui vise & générer des modéles
symboliques complets, par rapport aux formulations mixtes précédentes [12].

2.7 Illustrations : un mécanisme paralléle plan

Dans cette section, nous allons illustrer 'influence de 1’utilisation des cou-
pures et du choix des coordonnées indépendantes, c’est-a-dire du partitionne-
ment des coordonnées, sur les équations générées pour un modéle dynamique
direct réduit.

Nous comparons les modéles réduits correspondant & différentes partitions,
avec le modéle augmenté ou les expressions des contraintes et de leurs déri-
vées premiéres et secondes sont incluses pour la stabilisation du modéle selon
la méthode de Baumgarte. Dans le cas du modéle augmenté, seule importe
la topologie du systéme ouvert. En effet le partitionnement des coordonnées
n’intervient pas dans la génération des équations de cette formulation.

Dans la section suivante, nous présenterons également d’autres systémes
plus réalistes et représentatifs d’applications réelles.

Le mécanisme représenté a la figure 2.11 est un robot manipulateur paralléle
plan & 3 degrés de liberté. 1l est constitué de trois bras reliant la plate-forme
centrale, représentée par un carré, a la base inertielle. Chaque bras est consti-
tué de deux parties rigides. Les articulations sont toutes de type rotoide. La
topologie du systéme comporte deux boucles cinématiques.

Bien que ce mécanisme plan soit relativement élémentaire, il permet de bien
visualiser et comprendre les concepts présentés, ce qui n’est pas toujours évident
avec un exemple spatial plus complexe.

2.7.1 Modéles et partitions

Nous présentons dans les paragraphes qui suivent, différentes maniéres de
modéliser ce mécanisme, selon le type de coupures utilisées et leurs emplace-
ments. Pour chaque modéle, on mesure le nombre d’opérations obtenues en
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~>

L

FiG. 2.11 — Un manipulateur paralléle plan

1

utilisant différentes partitions de coordonnées.

Modéle 1

Un premier modéle arborescent de ce systéme est illustré sur la figure 2.12.
Les boucles sont ouvertes & ’aide de coupures faites au niveau des supports de
deux des trois bras.

Les points de coincidence des repéres des corps 6 et 9 avec le corps de
référence, sont les positions absolues des articulations 6 et 9.

Cette procédure conserve chacune des neuf articulations et génére deux
contraintes de translation et une contrainte de rotation pour chaque coupure :
soit six contraintes au total. Il reste donc trois degrés de liberté.

La matrice Jacobienne a la structure suivante :

q:{ 1 92 43 q4 QG5 Qs qr Gs qg}
8 R’ 1 &
® ® ¥ & & -
® ® X & & &
Jac =
® 8 ® ® ®
® ® ® ® ®
® ® X ® ® ®

Nous allons envisager trois partitions différentes pour ce modéle en utilisant
la numérotation des articulations de la figure 2.12.
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F1a. 2.12 — Coupure de deux supports des articulations de base des bras

Partition 1 On choisit les trois articulations 1, 6 et 9 de base des bras comme
variables indépendantes. Les coordonnées dépendantes sont permutées pour
obtenir une diagonale non nulle de la matrice J,,.

w={a e q } )
Qv = { q4 45 QG2 43 qgr g8 }
7
¥ ® 8 &
QX 8 ® ® 3 4
J. = ¥ ¥ ® &
v R R’ R 2 5
@ ® & Q&
¥ 8 &’ Q&

On constate que la matrice J, est relativement pleine et ne posséde pas de
structure bloc intéressante. La matrice de couplage des vitesses B, est pleine,
ce qui implique qu’aucune simplification triviale ne sera faite dans le processus
de réduction du modéle. Cette partition conduit & un modéle réduit dont le
nombre d’opérations est de I'ordre de opérations en virgule flottante.
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Partition 2 Cette seconde partition correspond au choix des coordonnées des
trois articulations 3, 4 et 7 de la plate-forme comme coordonnées indépendantes.

Gw={a u 9}

Qv :{ g5 q1 4938 Qg2 gs 49 }
® ® - & hq 7
® ® - ® ho
B ® ® ® _ ) ha 3 4
Jo = ® ® ® hy = hs
® ® - ®|® hs N 5
SR’ ® ® he i, \1

Dans ce cas on observe que la Jacobienne posséde une structure bloc. La
mise en évidence de cette structure bloc implique une permutation de 'ordre
des contraintes. Cette permutation est donnée par la liste h,. Les quatre con-
traintes de translation sont résolues ensemble, ensuite les deux contraintes de
rotations peuvent étre résolues indépendamment 1'une de I'autre. Ceci provient
du fait que les variables associées aux articulations 6 et 9 sont dépendantes et
que les points de référence pris pour faire correspondre les corps 6 et 9 sont pré-
cisément les positions de ces articulations. Cette partition conduit 4 un modéle

comportant environ | 1508 | opérations.

Partition 3 Cette derniére partition place les trois premiéres articulations
dans ’ensemble des coordonnées indépendantes.

w={a ¢ ¢}
qU:{CM g5 46 47 gs qg}

®
R & hl 7
}LQ
® & & - : : .
JU: h/p: hd 3 4
® ® ha
h5 2 5
& ® hg i2 1

L’examen de la Jacobienne des contraintes Jac montre que ces trois coor-
données qui appartiennent a la branche commune au deux boucles, sont im-
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pliquées dans toutes les contraintes, contrairement aux coordonnées des deux
autres bras. Cette partition a I’avantage de découpler complétement les équa-
tions de contrainte relative aux deux coupures, comme on peut le constater
en examinant la structure de la matrice J,. Celle-ci contient également moins
d’éléments ce qui a un effet favorable sur le nombre d’opérations nécessaires
pour traiter les contraintes. Le modéle réduit comporte opérations.

Modéle augmenté Le modéle augmenté généré symboliquement comporte
opérations, soit plus que le modéle réduit obtenu avec la "plus mauvaise"
partition. Ceci peut étre expliqué par le fait que la formulation augmentée
conduit & la résolution d’un systéme linéaire de 15 équations pour extraire
les accélérations généralisées et les multiplicateurs de Lagrange, alors que la
formulation réduite conduit & résoudre un systéme de 3 équations pour obtenir
les accélérations indépendantes.

Modéle 2

Le second modéle considéré ne différe du premier que par le corps qui fait
I’objet des coupures et la numérotation des articulations. Dans ce second cas, on
découpe la plate-forme autour des articulations qui la relie & deux des trois bras.
Toutes les articulations sont également conservées et les points de coincidence
des corps originaux et secondaires sont précisément les positions respectives des
articulations 6 et 9 sur la plate-forme. L’intérét étant 4 nouveau de découpler
les équations de translation et de rotation des coupures.

7
8
L9
3 £
2
A 11 >
I 1 4

Fi1G. 2.13 — Modéle 2
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La matrice Jacobienne des contraintes posséde exactement la méme struc-
ture que celle du modéle précédent.

Nous envisageons également trois partitions pour ce modéle en utilisant la
numérotation des articulations indiquée sur la figure 2.13.

Partition 1 Cette premiére partition correspond au choix des coordonnées
des trois articulations 1, 4 et 7 de base comme coordonnées indépendantes.

w={a u o} 8
w=1{a¢ @ 6 6 & ¢}
® ® - ® hy
® ® - ® ho 3
B ® ® ® )
Jo = ® ® ® hy = hs 2 . 5
® ® - ®|® hs i\ 4
® ® ® ® he 1 10
1

Ce choix est le méme que celui de la premiére partition envisagée pour le mo-
déle précédent, toutefois, étant donné la différence des deux modéles au niveau
du placement des coupures, on obtient une situation équivalente a la seconde
partition du modéle précédent, avec une structure de matrice J, identique. Le
modéle comporte opérations avec ce choix.

Partition 2 Cette seconde partition place les articulations 3, 6, et 9 de la
plate-forme dans ’ensemble des coordonnées indépendantes.

Gw=1{a & @} 8
w={a & @ @ o @} T
® ® ® ®
® ® @ ® 3
J. — X ® ® &
v ® & & & 2 " 5
® & & & i, 1 4
® & & &

On se retrouve dans la méme situation que dans le cas de la premiére parti-
tion du modéle précédent avec & nouveau une structure de matrice J, identique.
Ce choix de partition produit un modéle qui contient | 1076 | opérations.
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Partition 3 Cette derniére partition est identique & la troisiéme partition
proposée pour le modéle précédent, ce qui conduit & la méme structure de
matrice J,.

qu:{ql q2 CJ3}

@w={ @ ¢ 9 9 g G } A
®
®
3
® ®
Jy =
® @ Az 11 >
I, 1 4
10
1]
®

Tout comme pour le premier modéle, cette troisiéme partition conduit &
une Jacobienne qui contient moins d’éléments, ce qui a un effet favorable sur le
nombre d’opérations nécessaires pour traiter les contraintes. Le modéle réduit
comporte cette fois opérations.

Modéle augmenté Le modéle augmenté comporte | 1202 | opérations, soit
toujours plus que le modéle réduit obtenu avec la "plus mauvaise" partition.
Les raisons sont les mémes que dans le cas du modéle précédent.

Observation Tous les modéles produits avec cette seconde disposition des
coupures contiennent invariablement moins d’opérations que dans le cas précé-
dent. Ceci s’explique par la différence de longueur des chaines cinématiques de
ce second modéle arborescent. Le nombre d’opérations nécessaires pour la gé-
nération récursive des équations cinématiques et dynamiques est en effet d’une
complexité O(n?) ott n est la longueur des chaines. On a donc toujours inté-
rét & effectuer les coupures de maniére & générer une arborescence a branches
courtes.

Modéle 3

Avec ce troisiéme modéle arborescent nous allons montrer I'intérét de 1'utili-
sation de coordonnées mixtes, c’est-a-dire I'utilisation conjointe de coordonnées
relatives et absolues. Nous ajoutons au systéme une chaine cinématique fictive
qui correspond aux coordonnées absolues de la plate-forme. Nous ajoutons donc
trois articulations fictives : 10 et 11 correspondent aux coordonnées cartésiennes
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du centre de la plate-forme dans le repére {f } et 12 correspond & son angle ab-
solu de rotation dans le plan. Cet ajout d’une branche fictive augmente donc
le nombre d’articulations et de coordonnées généralisées du systéme.

F1G. 2.14 — Modéle 3

La figure 2.14 illustre les trois coupures de la plate-forme et la topologie
correspondante ainsi que 'insertion de la branche fictive, qui relie la base a la
plate-forme.

Nous allons également utiliser ce modéle pour monter I'influence du choix
du point de référence pour les coupures de corps. Dans ce modéle, nous ef-
fectuons trois coupures de la plate-forme autour des articulations des bras. Le
corps original est celui qui est attaché & la branche fictive qui correspond aux
coordonnées absolues introduites.

Nous considérons les deux cas ou les points de coincidence utilisés pour les
coupures de la plate-forme sont :

e soit le centre de la plate-forme,
e soit les points respectifs des articulations qui relient la plate-forme aux
trois bras.

Le choix d’un point différent de la position des articulations, en 'occurrence le
centre de la plate-forme, va entrainer un surcott de calcul, & cause du couplage
des contraintes de translation et de rotation pour chaque coupure.

Les Jacobiennes des contraintes obtenues pour les deux choix de points de
référence sont les suivantes :
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point de référence commun au centre

® ® ® . . ® . .
® ® ® . . . ® -
® ® ® - - - - ® 7
Jac = ® ® ® . . ® .
® ® ® - - - ®
. ® ® ® ® - .
® ® ® . ® -
® ® ® . ®

points de références sur chaque articula-

tion
- ® ® - B ) ®
Jac = ® ® - - - - ® ®
® ® ® I ®
e ® - |® ®
® ® - |- ©® ©
® ® ® ®

On constate que le choix du point de référence au centre a pour conséquence
que les trois coordonnées absolues apparaissent séparément dans chaque con-
trainte, comme le montre la structure des trois derniéres colonnes de la matrice.

Dans le cas de choix des points de références placés sur chacune des articu-
lations 3, 6,9, ce sont les contraintes de translation qui sont indépendantes des
coordonnées de ces articulations, mais cette fois la coordonnée 12 de rotation
absolue de la plate-forme apparait dans toutes les contraintes.

Globalement, on observe que la sous-matrice constituée des neuf premiéres
colonnes posséde une structure bloc diagonale dans les deux cas. Nous ne consi-
dérons donc qu’une seule partition dans laquelle les neuf premiéres coordonnées
sont considérées comme dépendantes, ce qui correspond & utiliser les coordon-
nées absolues introduites comme indépendantes.

Partition 1 Cette partition est le choix logique aprés avoir inséré la chaine
cinématique fictive correspondant aux coordonnées absolues. On choisit donc
les coordonnées absolues de la plate-forme comme coordonnées indépendantes.

point de référence commun au centre La structure bloc diagonale de
la Jacobienne J, signifie que les contraintes relatives aux trois coupures peuvent
étre résolues indépendamment les unes des autres.
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QuI{Qw q11 Q12}
g@w={q1 ¢ ¢3 q1 ¢5 g6 97 g8 Qo }

® &® &
® ® &
® ® ® -
Co ® ® ®
Jv: ®®® .. \
2 - 5
X ® & - - - ) 11
: I, N\ /4
® ®®
® ® ® L ------ 10
® ® ®

Les trois boucles cinématiques sont indépendantes dés lors que la branche
commune, & savoir la chaine cinématique fictive ajoutée est considérée comme
figée. Le modele obtenu dans ce cas contient toutefois encore opérations,
ce qui est supérieur & ce qui a été obtenu avec la partition précédente en plagant
les points de référence des trois coupures sur les articulations 3,6, 9.

points de références sur chaque articulation Le placement judicieux
des points de référence permet le découplage des équations de contraintes de

translation et de rotation pour chaque coupure. On constate ici que les blocs
diagonaux sont au nombre de 6.

Qu:{q10 q11 (J12}
@w={q a2 ¢ g1 g5 g6 q7 g3 Qo }

® ® %
(SO
Jv: SRR . \
i 2 4 5

R ® Co . 1t
i I, \,1 ;4

@ ® -

®® - J,._ ------ e

® ® ®

Nous obtenons ici le modéle le plus compact qui ne comporte plus que
opérations.

Modéle augmenté Le modéle augmenté comporte | 1232 | ou | 1303 | opéra-

tions selon le choix des points de référence pour la coupure de la plate-forme.
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Ceci est un peu plus important que dans le cas du modéle précédent et s’ex-
plique probablement par la taille plus élevée de la matrice de masse augmentée,
consécutive & l'ajout des trois coordonnées absolues et d’une coupure supplé-
mentaire. Néanmoins on constate & nouveau que le modéle augmenté est plus
lourd que le modéle réduit obtenu avec la "plus mauvaise" partition.

Observations L’introduction de la chaine cinématique supplémentaire per-
met, donc d’obtenir des modéles plus compacts, magré ’ajout des coordonnées
et de contraintes supplémentaires. Toutefois, cette technique nécessite d’effec-
tuer un choix de partition de variables cohérent avec ’introduction des nou-
velles coordonnées, qu’elles soient absolues - dans ce cas-ci - ou intermédiaires
dans d’autres cas. On a également vu que les contraintes relatives & une méme
coupure peuvent étre découplées pour un choix judicieux du point de référence
commun pour les corps original et secondaire obtenus par la coupure d’un corps.

Modéle 4

Avant de conclure I’analyse de ce systéme, nous proposons un dernier modéle
obtenu en coupant les articulations qui relient les bras & la plate-forme.

En effet, lors de la modélisation d’un systéme, il n’est pas toujours néces-
saire de connaitre les valeurs de toutes les coordonnées articulaires et donc pas
forcément nécessaire de conserver toutes les articulations dans le modéle.

Le systéme ouvert contient donc moins de coordonnées articulaires et moins
de contraintes. Les coupures d’articulations ne générent chacune que deux con-
traintes de translation, dans le plan. Il est donc évident & priori que cette
démarche va produire un modéle dynamique plus économique.

Le modéle est illustré sur la figure 2.15, ainsi que la numérotation des arti-
culations. On conserve 'utilisation de la chaine fictive pour le découplage des
contraintes.

La matrice Jacobienne des contraintes posséde alors la structure suivante,
similaire & celle du modéle précédent.

® ® ® ®
® ® ® ®
Jae — ® ® ® ®
® ® ® ®

® ®|® ®

® ® ® ®

Partition 1 On choisit les coordonnées absolues de la plate-forme comme
coordonnées indépendantes. On obtient alors la matrice J, suivante :
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Fi1G. 2.15 — Modéle 4
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On retrouve une structure bloc diagonale qui indique le découplage des
équations de contraintes relatives aux trois coupures. Le modéle obtenu ne
contient alors plus que opérations.

Modéle augmenté Le modéle augmenté compte toujours opérations.

2.7.2 Conclusions

L’analyse de la modélisation de ce systéme relativement simple révéle les
nombreuses possibilités offertes pour la génération d’un modéle de simulation,
et leurs conséquences sur la taille du modéle dynamique direct obtenu. On
a observé une grande différence entre le meilleur modéle réduit présenté, qui
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comptait 772 opérations et le plus mauvais, qui en comptait 1704.

En réalité, il est possible de réduire le nombre d’opérations 4 moins de 500
en utilisant toutes les possibilités offertes par le logiciel ROBOTRAN en termes
de conventions, de formalismes et de manipulations symboliques.

Une bonne analyse du systéme et 1'utilisation judicieuse des conventions de
modélisation et des formalismes proposés sont les facteurs les plus important
pour obtenir le modéle de simulation le plus efficace.

Ceci implique l'ingénieur qui modélise le systéme, car lui seul connait ses
besoins et est en position de faire le meilleur choix parmi toutes les possibilités
de modélisation du systéme et de génération de modeéles qui sont offertes par
son logiciel d’analyse.

Au travers des différents modéles présentés, nous avons pu mettre en évi-
dence quelques indices pour obtenir un modéle le plus compact possible :

1. placer les coupures des boucles cinématiques de maniére & minimiser la
longueur des branches du systéme arborescent ainsi obtenu,

2. introduire des chaines cinématiques fictives de maniére & découpler les
contraintes, méme si cela correspond a ajouter des coordonnées absolues
et des contraintes supplémentaires,

3. couper des articulations qui ne sont pas indispensables plutot que des
corps pour limiter le nombre de contraintes,

Ces conseils sont importants : si une variation d’un facteur 3 ou 4 n’est pas
problématique pour un petit modéle plan qui ne compte que quelques centaines
d’opérations, cela peut devenir un élément clé pour ’analyse d’un systéme com-
plexe qui peut comporter quelques dizaines de milliers d’opérations, notamment
lorsqu’on désire utiliser le modéle dans un contexte de simulation en temps réel.
Le logiciel ROBOTRAN peut alors se révéler un outil trés performant qui permet
a 'utilisateur averti d’obtenir des modéles vraiment trés efficaces.

2.8 Applications

2.8.1 Une voiture : I’Audi A6

Cet exemple de systéme multicorps est représentatif d’une catégorie de sys-
témes correspondant aux véhicules automobiles actuels. On trouve dans la lit-
térature récente, des comptes-rendus de travaux [107, 108, 109] portant sur des
techniques d’élaboration de modéles et d’intégration numérique de ces modéles
dans le but de développer des systémes d’assistance a la conduite, par exemple.

Les véhicules modélisés dans ces rapports sont similaires & I'exemple que
nous présentons ici. Toutefois, les modéles utilisés pour la simulation en temps
réel ne sont pas toujours équivalents. Ces équipes d’ingénieurs ont généralement
tendance & utiliser des modéles simplifiés pour la simulation dans le contexte
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temps réels [109]. Des modéles complets et plus fidéles, n’offrant pas la possibi-
lité de simulation en temps réel, sont alors utilisés pour la validation de modéles
simplifiés. Certains atteignent des performances compatibles avec la simulation
en temps réel avec des modéles complets lorsque le véhicule est pourvu de
suspensions dont la structure est relativement simple [108].

Caractéristiques du modéle de ’Audi A6

Cette voiture est équipée de suspensions multi-points comme illustré sur
la figure 2.16. Le porteur de roue est relié au chassis par quatre barres de
suspension. Une cinquiéme barre sert pour la direction a I'avant et pour le
maintien de l'orientation de la roue & ’arriére.

suspension rods

bushings

anti-roll bar

damper

wheel carrier ¢
chassis

suspension rods

Fi1c. 2.16 — Suspensions de ’Audi A6

Chaque suspension comporte 12 articulations y compris celles de rotation
de la roue. Quatre coupures permettent de transformer la structure bouclée
de chaque suspension en structure arborescente. Nous utilisons trois coupures
d’articulations sphériques et une coupure de type bielle pour la barre de direc-
tion, ce qui correspond & retirer ce corps du modéle. Les arbres de transmission
pour les roues avant ainsi que les dispositifs anti-roulis ne sont pas inclus dans
le modéle. Les efforts appliqués par ces éléments sur les différentes parties du
véhicule sont toutefois pris en compte. Dix équations de contraintes sont alors
générées pour chaque suspension.

En tenant compte des 6 degrés de liberté du chéassis, notre modéle comporte
alors

e 54 variables généralisées,



184 CHAPITRE 2. SYSTEMES A TOPOLOGIE BOUCLEE

e 14 degrés de liberté (6 pour le chassis + 4 pour les suspensions + 4 pour

la rotation des roues)

e 40 contraintes scalaires indépendantes et donc 40 coordonnées dépen-

dantes.
Trente coordonnées relatives supplémentaires, bloquées & des valeurs constantes
selon les conventions de modélisation de ROBOTRAN [12, 13], sont utilisées
pour tenir compte des orientations des axes des articulations des différents
éléments de suspension.

Le partitionnement des coordonnées n’a pas d’influence décisive sur la struc-
ture de la Jacobienne des contraintes .J, associées aux variables dépendantes.
En effet, quelle que soit la partition envisagée, on obtient toujours une ma-
trice J, constituée de quatre blocs diagonaux, correspondant aux contraintes
des quatre suspensions. Le caractére diagonal de la structure s’explique par
I’absence de couplage cinématique entre les différentes suspensions du véhicule.

Nous n’avons pas pu découpler la résolution des contraintes au sein de
chaque suspension!®.

Pour un tel systéme, le partitionnement des coordonnées peut étre effectué
manuellement sans difficultés. [’analyse du conditionnement numérique des
sous-blocs confirme que les coordonnées qui correspondent aux angles d’éléva-
tion des barres peuvent étre choisies indifféremment comme coordonnées indé-
pendantes pour chaque suspension. Ces choix sont d’ailleurs assez intuitifs.

10¢e qui est caractéristique d’une suspension multi-points
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On retrouve cette structure bloc diagonale de J,, pour la plupart des modéles
de voiture a suspensions indépendantes. Elle a une influence intéressante sur la
matrice de couplage des vitesses By, qui se trouve étre trés creuse.

Ceci permet d’expliquer I’économie de calcul importante réalisée dans ’étape
de réduction des équations du mouvement. Le gain, repris dans la table 2.1, est
estimé & 41 par rapport & une approche purement numérique qui ne tiendrait
pas compte de la structure creuse des matrices de couplage B,, et de masse
M.

Le modéle réduit complet compte de 'ordre de opérations. Par com-
paraison, un modéle augmenté tel que présenté dans la section 2.5.3 comporte
environ opérations, soit trois fois plus. Ceci s’explique facilement en
considérant la différence de taille entre les matrices augmentée et réduite.

La génération du modéle symbolique réduit est effectuée en 7 secondes!?
par ROBOTRAN sur un ordinateur personnel standard équipé d’un processeur
Intel Pentium 4 centrino cadencé & 1.6 GHz.

Les nombres d’opérations relatives aux différentes parties du modéle sont
repris dans la table suivante.

11 Ce qui est une performance appréciable en comparaison de celles des outils de génération
basés sur des logiciels symboliques commerciaux
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] Groupe \ Equations \ Opérations ‘

1 Résolution des contraintes en position 2973

2 Reésolution des contraintes en vitesse 538

3 Résolution des contraintes en accélération 1857

4 Calcul de la cinématique et des forces dans les 438
suspensions

5 Calcul de la cinématique et des forces de contact 1707
roues,/sol

6 Calcul récursif direct de la cinématique absolue 9215
des corps

7 Calcul récursif inverse de la dynamique arbo- 15666
rescente

8 Réduction des équations du mouvement par éli- 1897
mination des A

9 Résolution du systéme d’équations différen- 1185
tielles ordinaires

Total 35555

Chaque groupe d’équations correspond & un bloc du schéma de la figure 2.9.
On constate que les équations récursives, groupes 6 et 7, qui servent & calculer
les termes de la matrice de masse M et du vecteur c représentent la plus grosse
partie du modéle généré par calcul symbolique, pour ce systéme.

Le nombre d’opérations du modéle réduit peut étre diminué encore en in-
voquant les procédure d’optimisations symboliques poussées présentées dans la
section 1.6. La réduction obtenue est de I’ordre de 17%, ce qui améne le nombre
d’opérations du modéle & un peu moins de 30000.

Le temps nécessaire & cette optimisation poussée est alors d’environ 6 mi-
nutes, soit dix fois plus que pour une génération classique. Toutefois, ce temps
est encore négligeable dans le processus complet de modélisation et d’analyse
numérique d’un systéme multicorps tel que celui-ci.

L’utilisation d’un jeu minimal de paramétres barycentriques [21] pour la
génération récursive de la matrice de masse permettrait de réduire encore cette
valeur de prés de 4000 opérations.

Simulation du modéle

La génération symbolique des équations du mouvement de systémes multi-
corps permet d’obtenir les modéles sous forme de sous-routines implémentées
en un langage de programmation standard, C, FORTRAN, MATLAB, JAVA, etc.
Ceci permet d’exploiter le modéle dans n’importe quel environnement d’analyse
numérique.

Dans notre laboratoire, nous utilisons ’environnement MATLAB pour les
premiéres analyses. Le modéle désiré, est alors généré sous forme de fonction
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dans la syntaxe Matlab et peut étre utilisé pour en effectuer 'analyse prélimi-
naire au partitionnement des coordonnées par exemple.

Pour les analyses un peu plus intensives du point de vue calcul, nous géné-
rons le modéle, la dynamique directe par exemple, sous forme de fonction en
langage C que nous compilons pour obtenir une librairie qui pourra étre utili-
sée comme S-function'? dans SIMULINK, un outil de I’environnement MATLAB
dédicacé & la simulation des systémes et trés largement utilisé en ingénierie.

La figure 2.17 illustre un tel schéma de simulation sous SIMULINK. Le modéle
dynamique direct de notre voiture Audi A6, qui a été généré symboliquement
par ROBOTRAN puis compilé, est contenu dans la boite centrale. Nous avons
effectué la simulation d’un double changement de bande. En utilisant une mé-
thode d’intégration de type Runge-Kutta d’ordre 4-5 & pas variable'3, le temps
de calcul d’une manoeuvre de 20 secondes prend environ 3 secondes sur un
ordinateur personnel standard équipé d’un processeur Intel Pentium 4 centrino
cadencé & 1.6 GHz. Bien que le contexte de simulation ne soit pas temps réel,
on remarque que le temps de calcul est six fois moindre que le temps simulé.

5] simcar_ag _[o]x]

File Edit View Simulation Format Tools Help

DSEES $2E (2 FEL®| > = [oma ]

Save (Cults)
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Initialisation
To Workspace F—
>
q Selector »
Ground —
elector
Robotran Y Gragh
E—b quc Direct qd agl
Ground Dynanmics To Workspace!
334003 pdbl qdd ag?
Farameters ToWarkspace?2

Direct Dynamics

Save the madel [150% | lode2

F1a. 2.17 — Schéma de simulation sous MATLAB/SIMULINK

Pour effectuer des analyses vraiment trés exigeantes en terme de temps cal-
cul, telles que des optimisations de paramétres ou des simulations en temps
réel, nous générons un code directement exécutable, sous Windows ou sous

1

2une des interfaces proposées pour incorporer des gros modéles de systéme dans un schéma
de simulation sous SIMULINK

13Les pas de temps ont une valeur moyenne de I’ordre de 20 millisecondes.
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Linux, & partir des modéles générés par ROBOTRAN en langage C. Nous obte-
nons ainsi des performances calcul supérieures & celles qui sont possibles dans
I’environnement SIMULINK.

En utilisant une méthode d’intégration de type Runge-Kutta d’ordre 4 avec
un pas de temps fixe de 1 milliseconde, notre simulation d’une manoeuvre de 20
secondes est calculée en 10 secondes'* sur le méme ordinateur. Cela représente
80000 évaluations du modéle, soit un temps d’exécution du modéle d’environ
0.125 millisecondes.

Ce résultat montre que I’approche symbolique utilisée confére & des modéles
complets de véhicules complexes, les performances requises pour une utilisation
dans un contexte temps réel ou, jusqu’il y a peu, les ingénieurs utilisaient sys-
tématiquement des modéles simplifiés. Notre approche permet donc d’utiliser
directement dans le contexte temps réel les modéles qui n’étaient habituellement
utilisés que pour la validation des modéles simplifiés, ou simplement d’obtenir
un gain significatif sur le temps calcul des simulations de la dynamique de
systémes multicorps.

2.8.2 Un bogie ferroviaire articulé : Caracas

Nous terminons cette section par un dernier exemple. Il s’agit d’un bogie
ferroviaire utilisé dans [110] pour illustrer la modélisation d'un systéme électro-
mécanique. Ce bogie est développé par la société Bombardier Transport pour
le métro de la ville de Caracas au Vénézuela. Il est illustré sur la figure 2.18.

bushings

bielle de
support

articulation
i, centrale

FiG. 2.18 — Schéma du bogie Caracas

Ce bogie a la particularité d’avoir un chéssis articulé. Les parties gauche et
droite peuvent pivoter I'une par rapport a 'autre autour d’un axe transversal

14Ce qui correspond a une vitesse de calcul prés de six fois supérieure a celle atteinte sous
SIMULINK, en tenant compte des valeurs des pas de temps respectifs
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et ainsi présenter une inclinaison différente. Ceci permet aux roues de rester en
contact avec les rails lorsque ceux-ci présentent d’importants défauts de pla-
néité. Ce bogie est équipé de deux moteurs asynchrones munis d’un réducteur
pour I’entrainement des essieux avant et arriére. L’ensemble est assez complexe
comme le montre le schéma du systéme extrait de [110] et reproduit sur la
figure 2.19.

On peut observer sur le schéma de la figure 2.19 que quatre coupures d’ar-
ticulations sphériques, notées C2, ont été utilisées pour obtenir une topologie
arborescente & partir de la structure bouclée du systéme original. En plus des 12
équations de contraintes générées par les coupures, six contraintes externes sont
utilisées. Celles-ci sont implémentées dans des sous-routines par 'utilisateur.

e quatre contraintes expriment les conditions géométriques de contact des

roues avec les rails,

e deux contraintes expriment les rapports de réduction des boites de trans-

mission avant et arriére.

Le systéme est donc soumis a 24 équations de contraintes algébriques. Outre
ces contraintes scléronomes, on impose une valeur nulle & 4 articulations parmi
les 57 qui sont utilisées pour décrire la topologie arborescente du systéme.
Ces quatre articulations commandées correspondent aux rotations des roues
par rapport a I’axe de l'essieu sur lequel elles sont montées. Comme il s’agit
d’essieux rigides, les rotations relatives des roues sont bloquées & une valeur
nulle.

Finalement, le systéme ne posséde plus que 29 degrés de liberté.

Matrice Jacobienne

Avant toute permutation, la matrice Jacobienne J des 24 contraintes posséde
la structure suivante :

Afin de résoudre ces 24 équations de contrainte, et de réduire les équations
du mouvement, nous utilisons la technique du partitionnement des coordonnées.
Comme nous ’avons mentionné dans la section 2.3, une approche numérique
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F1a. 2.19 — Schéma du modéle de la structure du bogie
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peut étre utilisée pour déterminer les coordonnées indépendantes et dépen-
dantes. L’objectif numérique est de trouver une sous-matrice J, carrée de plein
rang avec le meilleur nombre condition possible. Les variables associées aux
colonnes de J choisies pour constituer cette sous-matrice définissent alors la
partition des variables dépendantes q,.

Nous avons déja montré I'influence de la structure de la sous-matrice J,
dans les exemples présentés ci-avant. Il peut donc s’avérer intéressant d’utiliser
une méthode symbolique pour effectuer le partitionnement des coordonnées,
tout en veillant, a posteriori, au bon conditionnement numérique de J,,.

Partitions

Nous présentons ici deux partitions valides pour ce modéle. La premiére est
obtenue & l'aide de la méthode présentée a la section 2.3.4. La seconde partition
est obtenue en modifiant manuellement la premiére. Nous mettons en évidence
qu’une petite différence entre deux partitions peut avoir une conséquence im-
portante sur la quantité d’opérations des modéles générés.

Partition 1 Cette premiére partition est obtenue en appliquant la procédure
proposée a la section 2.3.4. On sélectionne les coordonnées suivantes comme
dépendantes :

g = {7,8,9, 10, 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 34, 35, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 19, 52 }

La matrice Jacobienne J, associée aux coordonnées dépendantes dont les
indices sont donnés ci-dessus posséde alors la structure que voici :

Jo=| e

Aprés factorisation et permutations adéquates des lignes et des colonnes, on
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peut observer la structure bloc triangulaire suivante :

J =

On remarque que la matrice J%/ contient dix blocs diagonaux et qu’il y a
trés peu d’éléments non nuls, seulement 12, dans la partie inférieure.

En utilisant cette partition, la matrice de masse réduite M, du systéme
posséde une structure bloc diagonale, ce qui permet d’économiser des opérations
dans la phase de résolution également.

Le modéle généré avec cette partition comporte un peu plus de 12554 opé-
rations en virgule flottante.

Partition 2 Une légére modification de la premiére partition va avoir un effet
important et un peu paradoxal sur le nombre d’opérations du modéle.

Ainsi, en prenant ’ensemble suivant des coordonnées dépendantes

g = {7,8,9,10, 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 33, 34, 35, 41,
42, 44, 45, 49, 52 } ou les coordonnées 25 et 33 ont été choisies en lieu et place
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des coordonnées 43 et 46 dans la premiére partition, on obtient une matrice
factorisée J2/ qui posséde cette fois 12 blocs diagonaux.

JhtS =

Cela correspond & une décomposition plus fine de I’ensemble des équations de
contraintes.

Cependant, la partie inférieure contient cette fois 20 éléments non nuls, soit
tout de méme prés du double par rapport & la premiére partition.

Le nombre d’opérations total du modéle s’éléve cette fois & plus de 20500.

D’autres partitions différentes peuvent conduire & des modéles contenant
plus de 35000 opérations, soit prés de trois fois plus que le nombre obtenu en
utilisant la premiére partition ci-dessus.

2.9 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de modélisation des
systémes contenant des boucles cinématiques. Une technique de coupure est
utilisée pour obtenir une structure arborescente, ce qui nous permet d’utiliser
les formalismes récursifs présentés dans le chapitre précédent. Chaque coupure
engendre ’écriture d’une ou plusieurs équations de contraintes qui expriment les
conditions géométriques de fermeture des boucles. Les forces de liaison entre
les corps séparés par les coupures sont prises en compte par le biais de la
matrice Jacobienne et de multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes.
Le systéme d’équations obtenu est alors composé d’équations différentielles et
algébriques.

La technique du partitionnement des coordonnées est mise en oeuvre pour
déterminer un ensemble de coordonnées dépendantes qui seront calculées en
fonction des coordonnées indépendantes par résolution des équations de con-
traintes, ainsi que de leurs dérivées premiéres et secondes. Les multiplicateurs
de Lagrange sont éliminés des équations & ’aide des valeurs des coordonnées
dépendantes. Le systéme d’équations du mouvement est réduit en un systéme
d’équations purement différentielles.
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L’implémentation de cette technique dans le logiciel ROBOTRAN permet de
réduire considérablement le nombre d’opérations nécessaire & ’évaluation des
modéles lorsque ceux-ci sont obtenus par génération symbolique. Les simplifica-
tions automatiques effectuées lors de la génération symbolique des équations du
modéle permettent de tirer profit de la structure creuse des matrices de masse
et de couplage des vitesses, ce qui conduit & une diminution conséquente du
nombre d’opérations arithmétiques, par rapport & une génération numérique,
nécessaires & I’obtention des équations réduites.

Une analyse de la structure de la matrice Jacobienne et un partitionnement
adéquat des coordonnées, permettent de mettre en évidence une structure bloc
triangulaire dans la sous-matrice Jacobienne associée aux coordonnées dépen-
dantes, ce qui rend possible un découplage au niveau de la résolution des équa-
tions de contraintes. Ce découplage est favorable & la résolution des équations
de contraintes par une méthode itérative et permet d’obtenir une matrice de
couplage des vitesses ayant une structure creuse.

Cependant, les avantages de 'utilisation de la technique du partitionnement
des coordonnées pour la génération symbolique des équations du mouvement
de systémes contenant des boucles cinématiques, dépendent précisément du
partitionnement des coordonnées.

Notre travail nous a permis de dégager les caractéristiques d’une bonne dis-
position des coupures ainsi que d’une bonne partition de coordonnées du point
de vue de la génération symbolique. Nous proposons une procédure symbolique
pour la sélection automatique des coordonnées dépendantes. Cette procédure
est utilisée pour les systémes complexes lorsque la partition ne peut pas étre
effectuée facilement "& la main". Les partitions obtenues manuellement ou a
I’aide de cette procédure symbolique doivent étre validées en vérifiant le condi-
tionnement numérique de la matrice J, engendrée. Il est également recommandé
d’appliquer une technique de pivotement aux blocs diagonaux de J, afin de dé-
terminer des permutations correctes des lignes et des colonnes de ceux-ci avant
la génération du modéle complet.

Le processus de coupure des boucles cinématiques conditionne également la
matrice Jacobienne des contraintes. La mise en place d’une méthode automa-
tique de coupure nous parait également importante pour libérer 'utilisateur de
cette étape décisive du processus de modélisation. Ceci requiert toutefois une
modification des conventions de description des systémes actuellement utilisées
pour la modélisation avec ROBOTRAN.

Toutefois, nous n’avons pas cherché & développer une méthode automatique
de coupure et de partitionnement, conciliant a la fois les critéres numériques
et symboliques. Il s’agit 1a d’un objectif important que nous jugeons nécessaire
de poursuivre lors de recherches ultérieures.

Finalement, la génération symbolique nous permet d’obtenir les modéles des
systémes sous la forme de sous routines implémentées selon la syntaxe du lan-
gage de programmation choisi par 'utilisateur. Ces modéles sont indépendants
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du logiciel ROBOTRAN et peuvent donc étre exploités facilement dans n’im-
porte quel environnement couramment utilisé par les ingénieurs pour I’analyse
numérique du systéme multicorps étudié.



196 CHAPITRE 2. SYSTEMES A TOPOLOGIE BOUCLEE



Deuxiéme partie

Méthodes de Parallélisation
des modéles de systémes
multicorps

197






199

Dans cette seconde partie, nous allons présenter deux méthodes de paralléli-
sation qui mettent & profit la connaissance de l'interdépendance des équations.

Le probléme de la parallélisation d’un modéle dynamique de systéme arti-
culé peut-étre considéré & plusieurs niveaux, depuis 'exécution des opérations
arithmétiques jusqu’a ’évaluation de modéles de sous-systémes indépendants.

La premiére méthode proposée est originale et trés différente de la paral-
lélisation classique. Elle consiste & travailler au niveau de la représentation
des équations générées ou plus précisément de la représentation des expres-
sions symboliques. Il s’agit d’'une méthode de parallélisation & grains fins, que
nous appelons vectorisation dans ce texte. Cette méthode est présentée dans le
chapitre 3. Elle a ’avantage de permettre d’extraire un taux de parallélisme im-
portant de n’importe quel ensemble d’équations générées pour n’importe quel
systéme articulé, quelle qu’en soit la topologie, et quel que soit le formalisme
utilisé. En revanche, pour exploiter efficacement ces modéles vectorisés, il est
nécessaire de disposer d’un processeur ayant une architecture paralléle spéci-
fique.

Dans le chapitre 4 nous présentons une méthode de parallélisation auto-
matique qui ne nécessite pas I'intervention de l'utilisateur, ni au niveau de la
génération des différentes parties du modéle, ni au niveau de leur assemblage.
Elle ne nécessite en outre pas que l'algorithme de génération soit implémenté
de maniére paralléle.

Généralement, la topologie du systéme et la structure algorithmique du mo-
déle sont a la base du procédé de parallélisation de celui-ci. Si le systéme est
grand, complexe et composé de sous-systémes, on peut générer les équations
des sous-systémes et évaluer celles-ci plus ou moins indépendamment selon les
interactions présentes entre les sous-systémes. Cette approche a été présentée
dans [64] et se réveéle trés efficace, toutefois, elle nécessite que l'utilisateur dé-
crive explicitement les différents sous-systémes, et qu’il assemble manuellement
les modéles obtenus séparément pour chacun d’entre eux.

La méthode que nous proposons utilise I’analyse topologique du systéme et
la structure algébrique de la matrice jacobienne des contraintes pour séparer
les équations. Elle n’a toutefois été appliquée que pour la parallélisation des
modéles dynamiques directs utilisés pour la simulation.
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Chapitre 3

Vectorisation des équations

Cette méthode originale est issue d’une observation, présentée briévement
dans [12] et [64], et relative & I'interdépendance des équations récursives gé-
nérées symboliquement. On constate dans [12] qu’une équation récursive ne
dépend pas toujours de ’équation qui la précéde directement dans la liste. En
d’autres termes, I’expression qui définit une variable intermédiaire, n’implique
pas systématiquement la variable intermédiaire précédente de la liste, ce qui
permet donc de calculer ces deux variables simultanément, en paralléle, comme
illustré sur la figure 3.1.

X=A+B

Y=C-D X=A+B ;Y=C-D
—

Z=XE Z=X-E ;T=X+Y

T=X+Y

FiG. 3.1 — Indépendance de certaines équations

Cette constatation est alors exploitée pour produire des schémas de calculs
dans lesquels les équations indépendantes sont détectées et regroupées étapes
par étapes en tenant compte des interdépendances récursives, pour étre assem-
blées en une structure matricielle d’instructions. Chaque ligne contient alors un
vecteur de calculs indépendants correspondant aux expressions constituant les
membres de droite des équations indépendantes de la liste.

Un taux de parallélisme et une réduction du nombre d’étapes de calcul
trés importants sont observés : des valeurs trés supérieures & dix sont avancées
dans [64]. Néanmoins, d’une part, aucune application concréte n’est proposée
pour tirer réellement profit du taux de parallélisme annoncé, et d’autre part, la
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distribution des calculs est trés inégale car les membres de droite des équations,
qui ont des tailles et des complexités trés différentes, sont utilisés tels quels
comme "instructions élémentaires" dans le schéma de calcul vectoriel.

La motivation initiale & la base de la poursuite de ces investigations dans
cette thése, c’est-a-dire du développement de cette technique de parallélisation
fine, ou vectorisation, des modéles de systémes multicorps, est de tenter de tirer
profit du taux de parallélisme élevé et prometteur d’une accélération importante
des calculs.

Pour exploiter efficacement le taux de parallélisme important de ces schémas
de calculs, il est nécessaire de disposer d’un processeur ayant une architecture
particuliére de type vectorielle par exemple.

Toutefois, le développement complet d’une telle architecture est un projet
complexe qui aurait nécessité de s’y consacrer exclusivement, ce qui n’était pas
compatible avec les autres objectifs de ce travail. C’est pourquoi nous avons
utilisé un prototype d’architecture dataflow développé par Jean-Pierre David
au cours de sa thése de doctorat [59].

Les résultats de simulation sur FPGA du modéle dynamique inverse d’un
robot manipulateur série, qui sont présentés dans ce texte, ont été publiés dans
[58] et [59].

3.1 Traitements préliminaires des équations

Comme exposé briévement ci-dessus, la démarche initiale présentée dans
[64] consistait & aligner & chaque étape de calcul, toutes les équations qui pou-
vaient étre évaluées indépendamment en utilisant les données et les variables
auxiliaires déja calculées, ce qui conduisait & un schéma de calcul vectoriel trés
déséquilibré et dont la longueur, le nombre d’étapes, ne correspondait & rien de
trés précis, vu la grande différence de complexité des équations récursives.

3.1.1 Décomposition

Afin d’éviter cet inconvénient, nous allons travailler au niveau élémentaire
des opérations arithmétiques. Nous décomposons les membres de droite des
équations en créant de nouvelles variables intermédiaires comme expliqué dans
la section 1.6.2.

Ainsi, les équations que voici

BS91 = -gqp(1)*qp(1);

ALPHA21 = g(3)*S1;

ALPHA31 = g(3)*C1;

ALPHA22 = C2% (ALPHA21-qpp(1)*D(3,2))+S2% (ALPHA31+BS91%D(3,2));

sont décomposées pour produire la série d’équations suivante :



3.1. TRAITEMENTS PRELIMINAIRES DES EQUATIONS 203

BS91d = gp(1) * gp(1);

ALPHA21 = g(3) * S1;

ALPHA31 = g(3) * C1;

ALPHA22gdd = qpp(1) * D(3,2);
ALPHA22ddd = BS91d * D(3,2);
ALPHA22gd = ALPHA21 - ALPHA22gdd;
ALPHA22dd = ALPHA31 - ALPHA22ddd;
ALPHA22g = C2 * ALPHA22gd;
ALPHA22d = S2 * ALPHA22dd;

10 ALPHA22 = ALPHA22g + ALPHA22d;

©W 00N O WN -

ol les membres de droite se réduisent aux opérations arithmétiques de base
sous forme binaire.

Les équations décomposées sont alors analysées de maniére & identifier puis
éliminer les variables auxiliaires définies comme 'opposé d’une autre variable
ou d’une donnée, ainsi que les doublons, c’est-a-dire les variables auxiliaires
définies par des expressions binaires identiques, et donc redondantes. Ces deux
traitements ont déja été présentés dans la section 1.6.2 relative aux traitements
symboliques effectués aprés la génération de ’ensemble complet des équations.

Remarques Comme nous 'avons présenté dans la section 1.6.1, les expres-
sions symboliques générées peuvent contenir des appels de fonctions externes
ou des opérations unaires, comme les fonctions trigonométriques. Ces fonctions
impliquent évidemment des calculs plus complexes que les opérations arithmé-
tiques.

Un indice de complexité peut-étre associé & chaque opération pour tenir
compte du nombre de cycles nécessaires & son exécution. Grace aux extensions
implantées dans ROBOTRAN, toute l'information sur le chainage des expres-
sions est disponible et permet donc d’effectuer I'analyse d’interdépendance né-
cessaire & 'application de la méthode de vectorisation.

Néanmoins, celle-ci a été développée historiquement au début de ce travail
et ne g’appliquait alors qu’a des schémas d’équations ne contenant que des
opérations arithmétiques de base. Elle n’a été validée que dans le contexte plus
restreint, des modéles dynamiques directs ou inverses de systémes robotiques
simples & structure linéaire ou arborescente.

3.1.2 Indices d’ordre d’exécution

La figure 3.2 montre une représentation arborescente de I’évaluation de la
série d’équations présentée ci-dessus. La notion de chemin critique, présentée
ci-aprés y apparait sous forme de tracé pointillé.
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apl  gpl
g3 S1 gppl D32 g3 Ccl
NN/
(9 y

Alpha22

Fia. 3.2 — Calcul d’une série d’opérations

Chaque variable auxiliaire, chaque équation décomposée, recoit deux attri-
buts déterminé en fonction des interdépendances des équations. Ces attributs
sont utilisés pour organiser ’ensemble des opérations a effectuer selon une grille
d’exécution vectorielle.

Le premier attribut, appelé indice asap', correspond & 1’étape d’exécution
d’une opération de telle sorte que celle-ci soit calculée le plus tot possible. Ainsi,
une variable auxiliaire qui ne dépend que des données ou des coordonnées gé-
néralisées peut étre calculée d’emblée, & la premiére étape vectorielle : on lui
attribue un indice asap de valeur 1.

Si on considére que tous les paramétres du modéles, i.e. les données géo-
métriques et dynamiques, les coordonnées généralisées indépendantes, etc., re-
coivent un indice asap de valeur 0, on peut calculer récursivement la valeur
de l'indice asap de chaque variable intermédiaire en incrémentant la valeur du
plus grand indice asap des variables utilisées pour la calculer. L’attribution
des valeurs des indices asap se fait en parcourant la liste des équations en
commencant par la premiére et en progressant vers la derniére.

L’indice asap de valeur maximale fournit alors la longueur du chemin cri-
tique. Il s’agit du nombre minimal d’étapes nécessaires pour évaluer ’ensemble
des opérations, en supposant que ’on dispose de suffisamment d’unités de cal-
cul en paralléle & chaque étape, et que chaque opération peut étre calculée en
une seule étape.

Le second attribut, appelé indice alap 2 correspond & la derniére étape &
laquelle 'opération pourra étre effectuée, donc de telle sorte que chaque variable
intermédiaire soit calculée le plus tard possible.

L As Soon As Possible
2As Late As Possible
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Cet indice est déterminé en appliquant le raisonnement opposé : Les va-
riables auxiliaires qui ne sont utilisées par aucune autre variable, en d’autres
mots les résultats, peuvent étre calculées a la derniére étape.

Les valeurs des indices alap des autres variables sont déterminées en par-
courant la liste des équations décomposées en partant de la derniére et en
remontant vers la premiére.

La figure 3.3 illustre cette possibilité d’effectuer des opérations le plus tot
ou le plus tard possible.

g3 s1 gppl D32 g3 Cl gpl

\
Alpha22 |

\
Alpha22

ASAP : exécution le plus tot possible ALAP : exécution le plus tard possible

Fic. 3.3 — Représentations ASAP et ALAP d’un ensemble opérations

Remarque On notera que la complexité des différentes opérations peut étre
prise en compte a ce stade en utilisant une valeur différente de ’unité entre les
valeurs des indices asap et alap des variables auxiliaires successives. Il est donc
possible de faire intervenir directement le nombre de cycles nécessaires pour
calculer les opérations. Ce nombre dépend naturellement de l'architecture et
de 'implémentation du processeur qui sera utilisé pour exécuter les opérations.

3.2 Génération symbolique et taux de parallé-
lisme

Nous attirons ici Iattention sur 'influence de certains choix effectuées au
niveau de la génération symbolique, sur le parallélisme des équations obtenues.
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3.2.1 Représentation des expressions

Examinons la facon dont les expressions symboliques sont construites. Nous
avons expliqué précédemment que les expressions étaient stockées sous forme
d’arbres binaires, car les opérateurs arithmétiques sont implémentés comme des
fonctions & deux arguments.

Ainsi expression binaire a + b est représentée en mémoire comme illustré
sur la figure 3.4.

FiG. 3.4 — Expression binaire a + b

Pour une expression plus complexe, les possibilités de représentation sont
plus nombreuses. Pour n’en considérer que deux, examinons les représentations
de ’expression a + b+ ¢ + d, en paralléle ou en cascade qui sont illustrées sur
la figure 3.5.

@

@
@ T
o
OlRO

(paralléle) (cascade)

F1c. 3.5 — Arbres binaires

Bien que la représentation en paralléle (a +b) + (¢ + d) soit indéniablement
plus compacte en terme de longueur du chemin critique et contienne un taux
de parallélisme intrinséquement plus élevé, les conventions de simplifications
de ROBOTRAN, produisent systématiquement des expressions a structure en
cascade a + (b + (c + d)). Toutefois la juxtaposition, ou lentrelacement de
plusieurs structures en cascades conduit & un taux de parallélisme suffisamment
élevé et a une répartition® plus intéressante des opérations dans les unités de
calcul en terme de taux de remplissage, aprés ordonnancement.

3voir section 3.3.1
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3.2.2 Adaptation des algorithmes

Le taux de parallélisme peut étre augmenté par I’adaptation des algorithmes
de générations d’équations.

Nous prenons comme exemple la génération explicite des accélérations pour
un modéle dynamique direct. Nous nous concentrons ici sur la séquence d’opé-
rations résultant de la génération des termes de la matrice de masse et de sa
factorisation par la méthode LDL”. Sans entrer 4 nouveau dans les détails
du formalisme récursif utilisé pour obtenir les termes de la matrice de masse,
rappelons que ces termes sont issus d’un parcours récursif inverse [17] dont la
conséquence est que ce sont les termes du ’fond’, c’est-a-dire les termes de la
derniére ligne (et de la derniére colonne, vu la symétrie de la matrice de masse)
qui sont obtenus en premier, puis ceux de l'avant derniére ligne, et ainsi de
suite. Ce processus est illustré sur la figure 3.6.

® & ® &
NN ) )
® ]\/[n72,n72 ® &
~ ~—
™ ) )
® ® A[n—l,n—l &
~— ~—— N—

F1G. 3.6 — Génération récursive de la matrice de masse

Quant & la factorisation LDLT, elle est habituellement effectuée en commen-
cant par la premiére ligne et la premiére colonne de la matrice. En conséquence,
aucun calcul relatif & la factorisation de la matrice ne peut commencer avant
que tous les termes soient évalués.

On peut néanmoins imbriquer les deux procédures en inversant les séquences
de lalgorithme de factorisation LDL” et en commencant par la derniére ligne
et la derniére colonne de la matrice, soit par le premier élément disponible. Ainsi
la factorisation de la matrice peut commencer et se dérouler en méme temps
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que sa génération, ce qui permet d’obtenir une répartition* des opérations plus
uniforme et un chemin critique un peu plus court.

3.3 Ordonnancement des opérations

Pour distribuer les opérations de la liste entre les différentes unités de calcul
d’un processeur, nous utilisons une méthode d’ordonnancement simple qui est
connue sous le nom générique de list scheduling.

Il s’agit d’'une méthode heuristique dont la premiére étape consiste & trier
les opérations par ordre croissant de valeur d’indice alap et par ordre croissant
de valeur d’indice asap pour celles dont les indices alap ont la méme valeur.
La liste est alors parcourue du début vers la fin et les opérations sont affectées
les unes aprés les autres aux différentes unités de calcul disponibles en tenant
compte de l'interdépendance des opérations : par exemple, une addition qui
dépend du résultat d’une multiplication exécutée & 1’étape s ne pourra pas
étre exécutée & la méme étape s, méme si une unité de calcul d’addition est
disponible.

Il est possible de faire intervenir la complezité des opérations lors de leur
ordonnancement, ainsi que le délai de transfert du résultat d’une unité de calcul
vers une autre. Ceci peut étre critique lorsque ce délai de transfert n’est pas
négligeable, ce qui dépend de l'architecture et du nombre d’unités d’exécution
paralléles.

On incrémente alors d’une valeur supérieure & 1, ’étape s; a laquelle est
exécutée une opération op; pour déterminer 4 quelle étape pourra étre exécutée
une opération op; qui dépend du résultat de op;. Cette valeur sera la somme de
la complexité O(op;) de Popération op; ainsi que du délai D(u;,u;) de trans-
mission d’une donnée de 'unité de calcul u; ou est calculée op; vers I'unité de
calcul u; disponible o pourrait étre exécutée op;. Il peut y avoir plusieurs pos-
sibilités pour placer 'opération op; selon la disponibilité des unités de calcul
4 chaque étape et le nombre d’étapes nécessaires au transfert. On choisit la
solution qui minimise s;, avec s; = s; + O(op;) + D(u;, u;j).

Le résultat de l'ordonnancement permet donc de connaitre entre autres
choses, le nombre d’étapes nécessaires pour évaluer un modéle sur une archi-
tecture donnée.

3.3.1 Exécution en temps minimal

Le probléme réciproque de I’'ordonnancement des opérations sur un proces-
seur donné consiste & déterminer les caractéristiques de base d’une architecture
vectorielle, essentiellement les nombres d’unités de calcul de chaque type, afin
de pouvoir y exécuter un modéle donné en un nombre minimum d’étapes. Une

dvoir section 3.3.1
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variante consiste & chercher & obtenir une utilisation maximale des unités de
calcul, tout en essayant de maintenir un temps d’exécution assez bas.

Estimation des ressources nécessaires

Nous ne disposons pas d’une méthode directe pour calculer les nombres
exacts d’unités de calcul nécessaires. Une méthode itérative doit étre utilisée.
Pour cela, nous estimons les bornes inférieures et supérieures, puis nous recher-
chons la solution entre ces bornes.

Borne inférieure du nombre d’unités de calcul Afin d’obtenir une esti-
mation du nombre d’unités de calculs nécessaires, on peut compter les nombres
totaux d’opérations de chaque type et diviser ces nombres par la longueur du
chemin critique. Les valeurs obtenues sont toujours des sous-estimations plus
ou moins importantes des nombres d’unités nécessaires : cette estimation sup-
pose en effet une utilisation de toutes les unités de calcul & chaque étape, ce qui
n’est généralement pas possible en raison des interdépendances entre les opéra-
tions. Toutefois, pour les petits problémes, les valeurs des moyennes globales,
arrondies & 'unité supérieure constituent de trés bonnes estimations.

Borne supérieure du nombre d’unités de calcul On peut compter les
nombres d’opérations de chaque type pour chaque valeur des indices asap et
retenir les valeurs maximales pour chaque type. On peut également inventorier
les nombres d’opérations pour chaque valeur des indices alap.

Ces deux fagons d’évaluer les bornes supérieures fournissent généralement
des résultats différents selon que l'on utilise les indices asap ou alap. En outre,
les quantités obtenues sont systématiquement bien supérieures aux nombres
d’unités réellement nécessaires.

L’écart entre les valeurs obtenues pour les bornes inférieures et supérieures
peut étre assez grand. Il est donc nécessaire d’élaborer une méthode simple et
directe qui fournit une meilleure sur-estimation du nombre d’unité de calcul
nécessaires la solution. Pour cela, nous proposons une méthode de pondération
qui tient compte des valeurs des indices asap et alap de chaque opération.

Méthode statistique d’estimation Considérons un tableau U; ; dont
les colonnes j correspondent aux différents types d’opérations et dont les lignes
1 correspondent aux étapes d’exécution. Le nombre de lignes est alors égal & la
longueur du chemin critique qui vaut asapmqq-

On initialise tous les éléments U; ; & zéro.

Ensuite, pour chaque opération op, on calcule la plage rg,, dans laquelle elle
peut étre exécutée. Cette plage est la différence entre la valeur des indices alap
et asap, plus un : rgop, = 1 + alapyy, — asap,p. En considérant une distribution
uniforme, il y a donc une probabilité 1/rg,, que I'opération op soit exécutée
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a l'étape ¢ pour asapo, < i < alapy,. La valeur l/rgop est alors ajoutée aux
termes U; ; tels que asap,p, < i < alapoy, et que j soit le type de I'opération op.

Lorsque toutes les opérations ont été passées en revue, la somme des élé-
ments de chaque colonne doit alors correspondre au nombre d’opérations de
chaque type. On peut également utiliser les valeurs des colonnes pour illustrer
cette estimation de la répartition des opérations de chaque type & chaque étape,
avant ordonnancement.

On pourrait alors rechercher pour chaque colonne I’élément de valeur maxi-
mum, et prendre sa valeur arrondie & I'unité supérieure comme estimation du
nombre d’unités de calculs nécessaires pour le type d’opération correspondant
A cette colonne. Bien que cette estimation soit assez proche de la solution, elle
est encore trés souvent un peu trop grande.

Par expérience, la meilleure estimation est obtenue en calculant, pour chaque
colonne de U les moyennes partielles moy(i, 5)

moy(i,j) = Z Ui ; (3.1)
k=1

pour 1 < i < asapmar €t en prenant les valeurs maximales obtenues pour
chaque colonne j, arrondies & 'unité supérieure. Ces valeurs fournissent de
bonnes sur-estimations des nombres d’unités de calculs de chaque type, de
maniére & pouvoir exécuter 'ensemble des opérations en un nombre d’étapes
égal a la longueur du chemin critique.

Méthode itérative Sur base des estimations des bornes inférieures, nous
procédons alors & un ordonnancement des opérations pour vérifier le nombre
d’étapes d’exécution. Afin de trouver une solution, nous examinons les com-
binaisons voisines des bornes inférieures en augmentant progressivement les
nombres d’unités d’exécution de chaque type jusqu’a ce que le nombre d’étapes
d’exécution soit égal & la longueur du chemin critique, aprés ordonnancement.

Il arrive parfois que plusieurs solutions existent. Elles sont différenciées en
fonction du cofit des unités de calcul. Par exemple, une solution {5,5, -}, qui
requiert 5 unités de multiplication et 5 unités d’addition/soustraction sera pré-
férée a une solution {6,4, - - - }, car une unité de multiplication est plus complexe
et plus coiiteuse dans un processeur.

D’autre part, en réduisant les nombres d’unités de calculs des différents
types, on peut également obtenir une configuration qui présente un taux d’uti-
lisation maximal. On définit le taux d’utilisation tx comme le rapport entre le
produit du nombre d’unités arithmétiques par le nombre de cycles et le nombre
d’opérations a effectuer : tx = nbya - nbeyeie/Nbop. Naturellement, le nombre
de cycles d’exécution a tendance & augmenter et devient supérieur & la valeur
de la longueur du chemin critique, a chaque fois qu’on enléve une unité de
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calcul, mais on peut toujours trouver une configuration qui maximise le taux
d’utilisation.

3.3.2 Illustrations

Nous présentons ici les résultats d’estimations et d’ordonnancements obte-
nus en appliquant les méthodes présentées ci-dessus a la liste des opérations
& effectuer pour calculer le modéle dynamique inverse d’un robot PUMA. Ce
robot manipulateur & six degrés de liberté a été présenté dans la section 1.7.1.
Pour simplifier le probléme nous n’avons pas pris en compte le calcul des opé-
rations trigonométriques sinus et cosinus relatives aux variables articulaires.
Ce modéle dynamique inverse comporte 338 opérations arithmétiques réparties
en 193 multiplications et 145 additions ou soustractions.

Situation 1

Dans ce premier cas on considére, de facon simpliste, que chaque unité de
calcul peut évaluer une opération en un seul cycle, quelle que soit sa nature
et que le résultat calculé dans une unité de calcul & la fin d’un cycle peut étre
transféré sans délai pour étre utilisé au début du cycle suivant dans une autre
unité de calcul.

La longueur du chemin critique, soit le nombre minimum de cycles néces-
saires pour exécuter ’ensemble des opérations, est alors de 47. Les estimations
des nombres minimaux d’unités de multiplication et d’addition valent respec-
tivement 5 et 4.

Les figures 3.7 et 3.8 illustrent une estimation de la distribution des opéra-
tions basée sur les indices asap et alap comme expliqué ci-dessus. Les courbes
en pointillé correspondent & une valeur moyenne arithmétique calculée a chaque
cycle i sur ’ensemble des cycles précédents. Les estimations des bornes supé-
rieures sont de 7 unités de multiplication et de 4 unités d’addition.

La table 3.1 montre les résultats d’ordonnancement des opérations de mul-
tiplication X et d’addition ou soustraction + pour différents nombres d’unités
de calcul en paralléle.

On peut constater deux résultats intéressants :

e on trouve une configuration la plus économique en terme d’unités d’exécu-
tions pour pouvoir exécuter toutes les opérations en un nombre minimum
de cycles correspondant & la longueur du chemin critique,

e on trouve également une configuration optimale en terme d’utilisation
des unités d’exécution. On constate que pour cette solution optimale,
les unités de calcul des différents types sont présentes dans les mémes
proportions, 4/3, que les nombres respectifs d’opérations.

Les figures 3.9 et 3.10 montrent la distribution des opérations (multiplica-

tions, additions et soustractions) aprés leur ordonnancement pour exécution
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Distribution des multiplications
T T

Muttiplications
>
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cycles

FiG. 3.7 — Dynamique inverse d’un robot PUMA : distribution des multiplica-
tions.

sur un processeur possédant 5 unités de multiplication et 4 unités d’addi-
tion/soustraction. On peut ainsi observer l'utilisation des unités de calcul a
chaque cycle.

Situation 2

Considérons maintenant que les unités de multiplications ont une structure
en pipeline & trois étage. Il y a donc un délai de trois cycles pour obtenir le
résultat d’une multiplication. On considére toujours qu’une addition ou une
soustraction sont calculées en un seul cycle

On considére en outre qu’il faut un cycle pour transférer le résultat d’une
unité de calcul vers une autre unité de calcul.

Ces valeurs sont choisies de fagon purement subjective pour illustrer une
situation différente de la précédente.

Le nombre minimal de cycles nécessaire s’éléve maintenant & 118. Les es-
timations des nombres minimaux d’unités de multiplication et d’addition sont
alors égales a 4.

Les figures 3.11 et 3.12 montrent les graphes d’estimation des distribu-
tions des multiplications et des additions ou soustractions. On constate sur
ces graphes que 'augmentation de cycles a pour conséquence de faire baisser
le profil des courbes d’estimation du nombre d’unités de calcul. Les estima-
tions des bornes supérieures sont de 3 unités de multiplication et de 2 unités
d’addition.
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] X \ + H cycles \ usage ‘
110 1 -
01 1 -
7|4 47 0.654
6 | 4 47 0.719
51 4 4T 0.799
4| 4 51 0.828
513 50 0.845
3|4 66 0.732
413 52 *0.929*
4| 2 73 0.772

TaB. 3.1 — Résultats d’ordonnancement (1,1)

‘ X ‘ + H cycles | usage
110 341 -
011 1+1 -
3|2 118 0.573
2| 2 || *118* | 0.716
1|2 194 0.581
2 |1 145 0.777
111 194 | *0.871*

TAB. 3.2 — Résultats d’ordonnancement (3+1, 1+1)
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Distribution des additions/soustractions

Densité d'addition/soustraction
w
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cycles

FiG. 3.8 — Dynamique inverse d’un robot PUMA : distribution des additions et
des soustractions.

La table 3.2 contient les résultats obtenus aprés les ordonnancements effec-
tués pour différentes combinaisons de nombres d’unités de calculs. On constate
que la solution optimale en terme d’utilisation des unités de calcul, présente un
taux moins élevé que dans la premiére situation, car le rapport entre les nombres
d’unités de calcul différentes ne sont pas les méme et ne correspondent plus aux
proportions d’opérations de chaque type.

Les figures 3.13 et 3.14 illustrent la répartition des opérations aprés ordon-
nancement sur un processeur comportant 2 unités de multiplication et 2 unités
d’addition ou soustraction. Il s’agit de la combinaison la plus économique qui
permet d’exécuter ’ensemble des opérations en un nombre de cycles minimum.
On constate sur la figure 3.14 que les unités d’addition ou soustraction sont
moins utilisées qu’elles ne I'étaient dans le premier cas, et ce en raison de la
quantité d’additions et de soustractions inférieure au potentiel de calcul dispo-
nible.

3.3.3 Analyse de différents systémes multicorps

Nous présentons dans la table 3.3 des résultats d’ordonnancement des mo-
déles dynamiques de différents systémes. Nous avons limité ’analyse aux équa-
tions résultant de 'application des formalismes récursifs Newton-Euler fournis-
sant les formes implicites, explicites et semi-explicites relatives & la topologie
ouverte de ces systémes. Bien que cette analyse, ne porte pas sur les jeux com-



3.3. ORDONNANCEMENT DES OPERATIONS 215

Nombres d'opérations par cycle
T T T

Multiplications

| )

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Cycles

F1G. 3.9 — Dynamique inverse d’un robot PUMA : distribution des multiplica-
tions aprés ordonnancement

Nombre d'opérations par cycle
T T T

Additions & Soustractions

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cycles

FiG. 3.10 — Dynamique inverse d’un robot PUMA : distribution des additions
et des soustractions aprés ordonnancement
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Distribution des multiplications

densité de multiplication
~

L
20 40 60 80 100 120

Cycles

Fic. 3.11 — Estimation de la distribution des multiplications.

denité d'addition/soustraction

20 40 60 80 100 120
cycles

Fi1G. 3.12 — Estimation de la distribution des additions et des soustractions.
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Nombres d'opérations par cycles
T T

multiplications

o

L L L L L
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Fic. 3.13 — Ordonnancement des multiplications

Nombres d'opérations par cycles
T T

Additions/Soustractions

L L L L
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cycles

o

F1G. 3.14 — Ordonnancement des additions et soustractions
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plets d’équations®, elle permet néanmoins de se faire une idée de I'ordre de
grandeur du taux de parallélisme présent dans les modéles.
Les systémes analysés sont les suivants :

—_

. Un pendule plan constitué de cinq corps en série.

[N)

. Un robot PUMA. C’est un bras manipulateur série & six degrés de liberté.

Lo

. Une plateforme de Gough-Stewart. C’est une structure paralléle & six de-
grés de liberté. Elle est modélisée en utilisant 24 articulations réparties
entre six branches paralléles et une chaine cinématique fictive correspon-
dant aux coordonnées absolues de la plateforme.

4. Un modéle simple de moto. Ce modéle présenté & la section 1.7.2 contient
14 articulations.

ot

. Un modéle simple de voiture, qui contient 16 articulations.

=]

. Un bogie ferroviaire articulé contenant 23 articulations.

7. Une voiture Audi A6. Le modéle comporte plus de 50 articulations.

‘ [ Implicite I Explicite 11 Semi Explicite |
Systémes |[[ X | F | oc ] usage || X | F | = | cc | usage || X | F | cc_ | usase |
‘ 1 ‘\ 4 [ 8 [ 381 | 0641 [[ 4 [ 3 [ 1 [ 68 [ 0796 [[ 6 | 5 | 84 | 0.850 |
[ 83 [ 2 [ 8 | 0772 || 4 | 3 | 1T | 68 | 0796 || 5 | 4 | 39 | 0.906 |

5 [ 5 ] 4 [ 47 [ 0799 [[ 6 [ 5 [ 1 | 8 [ 0805 [[ 10 [ 7 | 44 [ 0.874 |

’ ‘[ 4 | 8 | 52 | 0929 || 6 | 4 | T | 80 | 0849 || 10 | 6 | 46 | 0.889 |
‘ 3 [ 6 [ 8 [ 17 [ 0889 [[ 6 [ 8 | 1 | 380 | 0.800 [[ 10 [ 5 [ 15 | 0.831 |
[ 5 [ 38 [ 19 | 0895 || 5 | 3 | 1 | 33 | 0808 || 6 | 4 | 17 | 0.846 |

’ 4 ‘[ 8 [ 7 [ 53 [ 0805 [ 10 [ 7 [ 1 [ 194 | 0.885 [[ 23 | 19 | 53 | 0.879 |
[ 7 76 | 56 | 0879 || 10 | 7 | 1 | 194 | 0.885 || 22 | 16 | 57 | 0.903 |

‘ 5 [ 9 T 9 [ 45 [ 0828 [[ 9 [ 7 [ 1 | 203 [ 0.848 [[ 28 [ 22 | 43 | 0.855 |
[ 8 "8 | 48 | 0874 || 9 | 6 | 1 | 207 | 0.884 || 28 | 22 | 43 | 0.855 |

‘ 6 [[14a T 11 [ 58 [ 0.806 [[ 18 [ 14 | 1 | 164 [ 0.904 [[ 44 [ 36 | 57 | 0.881 |
[[13 [ 11 | 59 | 0825 || 17 | 18 | 1 | 174 | 0.907 || 44 | 36 | 57 | 0.881 |

‘ - [[25 T 21 [ 147 [ 0.712 [[ 58 [ 388 [ 1 | 246 [ 0.966 || 95 [ 62 | 146 [ 0.963 |
[@3 [ 18 [ 156 | 0.753 || 58 | 88 | 1 | 246 | 0.066 || 95 | 62 | 146 | 0.963 |

TAB. 3.3 — Ordonnancement de modéles dynamiques de différents systémes

Pour chaque systéme nous avons consigné les résultats sur deux lignes : celui
du meilleur ordonnancement en un nombre de cycles minimal sur la premiére et
un résultat qui maximise l'usage global des unités arithmétiques sur la seconde.

Comme annoncé précédemment, nous n’avons considéré que les quatre opé-
rations arithmétiques de base. On notera que seul le formalisme explicite fait
apparaitre des divisions en raison de la factorisation de la matrice de masse et
de la résolution du systéme linéaire qui permet d’obtenir les expressions des
accélérations.

Observations Au vu des résultats repris dans la table 3.3, on pourrait croire
que la formulation semi-explicite est celle qui présente le taux de parallélisme

5si le systéme comporte des boucles, ou est soumis & des forces extérieures, etc.
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le plus élevé, ce qui est surprenant si on se rappelle que les opérations de la
fomulation semi-explicite constituent un sous ensemble de celles de la formula-
tion explicite. Bien que la formulation explicite implique un plus grand nombre
d’opérations, il se produit en fait un étalement des opérations sur son chemin
critique qui est plus long que celui de la formulation semi-explicite.

Ceci explique les nombres moins élevés d’unités arithmétiques nécessaires
pour I’exécution en un minimum d’étapes et des taux d’utilisation des unités
arithmétiques souvent supérieurs pour la formulation explicite.

Quant aux nombres d’unités arithmétiques exploitables, c¢’est & dire aux
nombres opérations simultanées que 1’on peut effectuer & chaque étape, on
constate qu'’ils sont voisins de 10 pour des petits systémes. Pour des systémes
plus complexes, ils peuvent s’élever de 50 a 100 et cela avec des taux d’utilisation
de prés de 90%. Ces valeurs permettraient des réductions de temps de calcul
impressionantes si on disposait d’une architecture paralléle adéquate.

Toutefois, il faut rappeler ici que ces valeurs ont été obtenues en considérant
que chaque unité arithmétique effectue une opération en un seul cycle et que
le transfert du résultat produit par une unité de calcul vers une autre se fait
sans délai. Ces hypothéses sont évidemment un peu simplistes et la réalité des
processeurs est un peu différente.

Néanmoins, méme si on considére que certaines opérations comme les mul-
tiplications nécessitent plusieurs cycles pour étre calculées et que les transferts
des données prennent également plusieurs cycles, on remarque que le nombre
d’unités arithmétiques paralléles diminue dans les mémes proportions que ’aug-
mentation du chemin critique, ce qui tend & maintenir le taux d’utilisation des
ressources calculs & des valeurs qui se situent entre 80% et 90%.

3.4 Implantation sur un prototype d’architecture
paralléle

Afin de démontrer I'intérét réel de la méthode de vectorisation, nous avons
procédé a I'implantation d’un modéle dynamique sur une architecture de calcul
paralléle & grain fin.

N’étant pas des spécialistes de la conception de circuits digitaux, nous nous
sommes adressé & nos collégues du laboratoire de micro électronique. Jean-
Pierre David développait & cette époque une architecture synchronisée par les

données [59] destinée au prototypage de systémes de calcul digitaux.

Comme cette architecture originale présentait les caractéristiques néces-
saires, un prototype de processeur paralléle capable d’exécuter des schémas
de calcul issus de la modélisation de systémes multicorps a été réalisé pour
effectuer quelques tests.
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3.4.1 Architecture synchronisée par les données

Cette architecture synchronisée par les données est composée d’un ensemble
de ressources, ou de modules de base, que ’on peut connecter entre eux pour
composer un systéme. Le module de base utilisé contient une unité arithmé-
tique de multiplication, une unité arithmétique d’addition ou de soustraction,
ainsi que des ressources de mémorisation et quelques autres éléments d’inter-
connexion. Un tel module est illustré sur la figure 3.15.
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Fi1a. 3.15 — Module de base de ’architecture synchronisée par les données

Parmi les éléments d’interconnexion, on distinguera ceux qui regoivent des
données, ils sont désignés par des lettres, A..G, et ceux qui fournissent des
données qui sont numérotés 0..6. Ainsi les sorties des deux unités de calculs,
sources de données, sont numérotés 1 et 2, alors que leurs entrées sont désignées
B, C,D et E.

Synchronisation par les données

La synchronisation par les données signifie que les transferts entre un élé-
ment source et un élément récepteur a lieu lorsque la donnée est disponible dans
la source et que le récepteur est libre pour la recevoir. C’est la coincidence de la
disponibilité d’une donnée a destination d’un récepteur dans une source et de
la disponibilité du récepteur envers cette source qui provoque le transfert. Le
lecteur intéressé par des explications détaillées sur le fonctionnement de cette
architecture trouvera toutes les informations dans [58] et [59].
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Mise en oeuvre

Pratiquement, les informations & fournir pour exploiter cette architecture
sont les séquences d’envoi et de réception des données pour chaque élément
de connexion. Ainsi, pour une source, la séquence d’envoi sera constituée de la
suite des adresses des récepteurs des données a transférer, et pour un récepteur,
la séquence de réception sera constituée de la suite des adresses des sources
des données. Naturellement, c’est la cohérence de ces séquences d’adresses qui
garantit le fonctionnement correct du systéme.

Afin de générer ces séquences, nous utilisons la procédure d’ordonnancement
décrite & la section 3.3. L’utilisateur choisit le nombre de modules de base
qu’il veut utiliser et ROBOTRAN produit toutes les informations nécessaires &
I'implantation du schéma de calcul d’un modéle sur cette architecture :

e la taille des mémoires tampons,

e laffectation des opérations aux unités de calcul,

e l’affectation des variables temporaires dans les zones tampons.

En ce qui concerne la taille des mémoires tampons, pour un schéma, de calcul
donné, il est assez facile déterminer le temps de séjour d’une variable auxiliaire
dans une mémoire tampon en fonction de ’étape & laquelle elle est calculée
et de la derniére étape a laquelle elle est utilisée. On peut ainsi déterminer le
nombre de variables & stocker dans chaque mémoire tampon a chaque étape et
donc la taille minimale nécessaire pour chaque mémoire.

Implémentation d’un processeur paralléle

L’avantage principal de l'utilisation de cette architecture est précisément
son coté modulaire. La possibilité d’interconnecter un nombre quelconque de
modules est particuliérement intéressant pour notre application.

Cette architecture était totalement fonctionnelle et directement utilisable
pour implémentation d’un processeur paralléle sur systéme de prototypage,
également développé par Jean-Pierre David.

Ce systéme était composé de quatre FPGA® FLEX 10K100 montés sur
une carte PCI installée dans un ordinateur personnel standard. Ce systéme est
présenté en détails dans [57].

Sa capacité permettait la synthése de quatre modules de base, soit une
capacité de calcul de quatre multiplications et quatre additions ou soustractions
en paralléle. Un schéma du processeur constitué de quatre modules est présenté
sur la figure 3.16.

Chaque module est connecté a deux voisins, ce qui correspond & une configu-
ration en anneau. Une telle structure présente une capacité de communication

SField Programmable Gate Array : composant électronique reconfigurable destiné a la
synthése de systémes logiques digitaux
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FiG. 3.16 — Schéma de la configuration du protype de processeur paralléle

plus limitée qu’une structure en étoile. Il serait possible de rajouter des élé-
ments de communication pour améliorer cet aspect. On pourrait dédoubler les
éléments de connexion vers 'extérieur - notés 0, 5, A, F sur la figure 3.15 - ce qui
permettrait en outre d’implémenter une structure en treillis plus performante
en terme de communication.

Une autre solution consisterait & placer plus d’unités arithmétiques dans un
méme module, au sein duquel tous les éléments sont connectés directement les
uns aux autres selon une structure en étoile. Toutefois cette option implique de
disposer de circuit de prototypage de plus grande capacité.

On remarque sur la figure 3.16 que chacun des quatre modules de base
contient deux unités arithmétiques et deux mémoires tampons. Les autres élé-
ments des modules ne sont pas représentés. Les quatre modules étaient dis-
tribués dans les quatre FPGA du systéme de prototypage, qui avaient juste la
capacité suffisante pour contenir un module chacun.

On notera que le FPGA FLEX 10K100 utilisé pour la réalisation du systéme
de prototypage était un classique en 1998. Il contenait 4992 cellules logiques
et des cellules de mémoires d’un capacité totale de 24kbits, soit & peine 768
mots de 32 bits. Il était donc relativement difficile d’envisager d’implémenter
des modules de base beaucoup plus complexes que ceux utilisés.

En 2004, la situation est bien différente, Altera propose un nouveau circuit,
le Stratix II qui peut contenir jusqu’a ’équivalent de 180000 cellules logiques,
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9Mbits de capacité mémoire et 392 unités cablées de multiplication entiére de
18 x 18 bits qui peuvent servir & implémenter des fonctions de calcul diverses.

Il serait actuellement possible d’implanter tout un processeur dans un seul
composant.

Ordonnancement des opérations

Plusieurs tests d’ordonnancement ont été effectués pour différents modéles
de systémes multicorps. Ils ont été présentés dans [58] et [59]. Nous ne présen-
tons ici que les résultats relatifs au calcul du modéle dynamique inverse d’un
robot PUMA.

Les opérations du modeéle ont été ordonnancées en vue de l'utilisation de
quatre unités de multiplication et quatre unités d’addition ou de soustraction,
ce qui correspond 4 la répartition des opérations entre quatre modules de base.
D’autres test ont également été effectués en utilisant seulement 1, 2 ou 3 mo-
dules.

Cette répartition a toutefois été faite sans tenir compte des capacités limitées
de communication du prototype de processeur, ce qui provoque en fait un petit
probléme de performance : en effet la distribution des unités de calcul entre
des modules différents ne permet pas d’effectuer tous les transferts en un seul
cycle, comme il a été supposé lors de I'ordonnancement des opérations.

En effet, pour passer d’'un module & I'autre, une donnée doit transiter par
plusieurs éléments de connexion. La conséquence est évidemment une perte
d’efficacité du systéme dont certaines unités de traitement se retrouvent alors
en attente de données pendant quelques cycles, ce qui rallonge le temps de
calcul global par rapport aux prévisions.

Il est possible de tenir compte de ces délais de communication lors de I’or-
donnancement des opérations en faisant intervenir la provenance des opérandes
pour privilégier ’exécution d’une opération dans un module de base ou un
autre.

Néanmoins, la méthode d’ordonnancement n’a pas été modifiée, car ’objec-
tif principal était de démontrer la faisabilité de 'implantation d’un schéma de
calcul sur une architecture de calcul paralléle & grain fin.

Or cet, objectif était déja atteint lorsque 'analyse des résultats de simula-
tion a révélé ces problémes de performance, et nous avons ensuite préféré nous
consacrer & d’autres développements.

3.4.2 Reésultats de simulation sur FPGA

Les résultats de simulation sur la carte multi-FPGA et leur analyse sont
présentés dans [58] et plus en détails dans [59]. Ces résultats souffrent un peu
des limitations des FPGA de I’époque et de la simplicité de la méthode d’or-
donnancement utilisée, laquelle ne tenait pas compte des particularités de la
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distribution de ’architecture en module, du moins en ce qui concerne la ca-
pacité de communication limitée entre des unités de calcul localisées dans des
modules différents.

Les résultats essentiels sont repris dans la table 3.4. Le schéma de calcul
considéré correspond au modéle dynamique inverse du robot PUMA. Plusieurs
tests ont été effectués, en utilisant de 1 & 4 modules de base répartis sur autant
de FPGA.

Etant donné le probléme de délai de transfert mentionné, nous avons égale-
ment considéré que les opérations pouvaient prendre plusieurs cycles d’horloge,
de 1 & 4, alors que les transferts via les éléments de connexion ne prennent tou-
jours qu’un seul cycle. En augmentant le nombre de cycle d’horloge requis pour
effectuer les opérations, on peut ainsi augmenter la capacité de communication
relativement & la capacité de calcul et diminuer le cout relatif du transfert des
données.

| FPGA [ 1 [ 2 | 3 [ 4 |
[ Chem. Crit. [ 199 [ 100 | 68 [ 52 |
Cycles(1) [423] 256 [ 179 [ 173
Couts % [ 113 [ 156 | 163 | 233
Gains // 1 [1.65]240 [ 2.44
Cycles(2) | 499 | 286 | 211 | 196
Couts % [ 25 [ 43 | 55 | 88
Gains // 1 [1.74]236] 25
Cycles(3) | 656 | 362 | 263 [ 235
Couts % [ 10 [ 21 | 29 | 51
Gains // 1 [ 1.81[249[2.79
Cycles(4) [ 849 | 451 [ 329 [ 283
Cotts % 7 [ 13 ] 21 [ 36
Gains // 1 [ 188 |258]| 3

TAB. 3.4 — Résultats de simulation du modéle inverse d’un robot PUMA sur
plusieurs FPGA

On reprend pour chaque situation :

e les nombres de cycles nécessaire 4 ’exécution de ’ensemble des opéra-
tions. Les nombres minimum correspondent aux longueurs des cheming
critiques relatifs aux nombres de modules de base utilisés, et donc de
FPGA, dans les conditions de 1’époque,

e les cotuits relatifs de transfert, calculés en tenant compte du nombre de
cycles effectifs et de la longueur du chemin critique,

o les gains en vitesse d’exécution du a l'utilisation de plusieurs modules de
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base.

On constate que :

e le nombre total de cycles augmente lorsque le nombre de cycles par opéra-
tion augmente, ce qui est assez naturel. Ce nombre total diminue lorsque
le nombre de ressources disponibles augmente, ce qui est évidemment le
but de I'utilisation de plusieurs unités de calcul en paralléle,

e le cout relatif des transferts est un probléme important. Il augmente consi-
dérablement avec le nombre de modules utilisés lorsque le nombre de
cycles par opération est minimal. On constate alors que 'utilisation de
plusieurs modules requiert impérativement ’augmentation de la capacité
de communication de I'architecture. On notera toutefois que méme dans
le cas de 'utilisation d’un seul module, le nombre total de cycles est le
double de la longueur du chemin critique. Cela est dt au délai de trans-
fert des données d’un élément a l'autre & l'intérieur d’un méme module.
En effet, un donnée calculée pendant le cycle ¢ n’est pas disponible pour
un calcul qui a lieu au cycle 7 + 1, car il faut un cycle pour effectuer un
transfert, ce qui double le nombre total de cycles nécessaires par rapport
a la longueur du chemin critique.

e les gains obtenus en fonction de l'utilisation de plusieurs modules de base
sont relativement bons, si on considére la capacité de communication dis-
ponible entre les modules de base et le fait que la méthode d’ordonnance-
ment et de génération des séquences de fonctionnement des éléments de
transfert des données ne tenaient pas compte des caractéristiques parti-
culiéres de ’architecture.

3.5 Autres architectures paralléles & grain fin

Bien que nous n’ayons utilisé qu’un prototype d’architecture paralléle im-
plémenté sur des FPGAs pour effectuer des tests et montrer I'intérét de nos
développements, il nous semble également possible de tirer profit des capacités
de calcul vectoriel de la plupart des architectures des processeurs disponibles
actuellement pour augmenter la vitesse de calcul des modéles de systémes mul-
ticorps.

La plupart des processeurs sont actuellement dotés d’unités de calcul vec-
toriel [111] capables d’effectuer simultanément jusqu’a quatre opérations arith-
métiques en virgule flottante, en simple précision, comme illustré sur la figure
3.17. Le module SSE du processeur Pentium IV permet aussi d’exécuter deux
opérations arithmétiques en virgule flottante en double précision.

Ces technologies portent des noms différents selon les constructeurs :

e Motorola ’a baptisée AltiVec. Le module AltiVec [112] est intégré dans

les processeurs PowerPC depuis le G4 ainsi que dans les microcontroleurs
dont le noyau est semblable & celui du PowerPC & savoir les MPC5554,
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F1G. 3.17 — Unité de calcul vectoriel SIMD

MPC7xxx et supérieurs.

e Elle est connue sous I’acronyme SSE” pour les processeurs Intel [113]
depuis le Pentium III et sous le nom 3Dnow pour les processeurs Athlon
du constructeur AMD.

Le module vectoriel AltiVec disponible dans les processeurs PowerPC est le
plus performant car il dispose de 32 registres vectoriels de 128 bits au lieu de
8 pour les processeurs Pentium. De plus le processeur PowerPC peut exécuter
des instructions arithmétiques vectorielles et des instructions classiques simul-
tanément ce qui n’est pas possible actuellement pour les autres processeurs.

Le fabriquant de DSP Texas Instrument propose actuellement un processeur
ayant une architecture de type VLIW® appelée VelociTT [114, 115]. Celle-ci
comporte six unités arithmétiques et logiques capables de traiter des nombres
codés sur 32 bits et deux unités arithmétiques permettant de multiplier des
nombres codés sur 16 bits. Dans la famille C6000, les modéles TMS320C67xx
sont capables d’exécuter simultanément deux multiplications et deux additions
en virgule flottante en simple précision. Toutefois ces opérations en virgules
flottantes requiérent quatre cycles au lieu d’un seul pour les opérations sur des
nombres entiers.

D’autre part, on peut également trouver des noyaux de DSP destinés &
la synthése de circuits dédicacés. C’est le cas du noyau VLIW mAgic [116]
proposé par Atmel. Celui-ci permet d’effectuer en paralléle 15 opérations par
cycle. Atmel annonce une performance de 1 Gflops & 100 Mhz. Les nombres en

7SSE : SIMD Streaming Extension
8Very Long Instruction Word
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virgule flottante sont codés sur 40 bits au lieu de 32 bits en simple précision.
Ce noyau est un peu plus de deux fois plus efficace en nombre de cycles que
le noyau des DSP TMS320C67xx de Texas Instrument, qui sont parmi les plus
performants & I’heure actuelle.

Au moment de la rédaction de ce texte, nous n’avions pas effectué de test sur
ces architectures. Il nous semble toutefois que le probléme de la distribution des
données aux différentes unités de calculs serait bien plus difficile & gérer sur de
telles architectures vectorielles ou VLIW que sur une architecture synchronisée
par les données. Un nombre important de cycles devrait étre dépensé pour
réorganiser les données entre les différents registres et au sein de ceux-ci avant
de pouvoir exécuter chaque opération arithmétique, ce qui limiterait le gain en
performance.

En outre I’évolution récente des FPGA semble leur donner ’avantage par
rapport aux processeurs DSP en terme de performance pour les applications
demandeuses en calcul qu’il s’agisse de calcul en nombre entier ou en virgule
flottante [117].

D’autre part la disponibilité de noyaux de DSP ou encore d’outils de syn-
these automatique [118] de circuits sur FPGA a partir de schémas de simulation
ou de collection de routines développés en MATLAB par exemple, renforce notre
conviction que l'exploitation efficace de nos développements en matiére de vec-
torisation des modéles de systémes multicorps passe par la synthése d’un circuit
spécifique.

3.6 Conclusions

A ce stade, nous avons donc montré qu’il est possible de mettre en évidence
un taux de parallélisme important, méme dans les modéles dynamiques des sys-
témes multicorps a topologie linéaire, et de 'exploiter. Ces modéles dynamiques
ont été générés en utilisant le formalisme Newton-Euler récursif présenté dans
la chapitre 2. L’architecture synchronisée par les données s’est révélée étre une
solution intéressante pour le développement d’un systéme de calcul paralléle &
grain fin.

Des modéles dynamiques inverses de robot contenant plusieurs centaines
d’opérations ont pu étre exécutés en paralléle sur une telle architecture. Les
quelques problémes liés aux particularités de cette architecture et & la limitation
des dispositifs de prototypage sont a relativiser lorsque 1’on considére ’évolution
des caractéristiques des composants de prototypage actuels et la simplicité des
méthodes utilisées pour 'ordonnancement des opérations, lors de nos tests.

Bien que cette méthode de vectorisation puisse étre appliquée & tous les
modéles générés par ROBOTRAN, quel que soit le formalisme utilisé et la topo-
logie du systéme multicorps, il nous paraissait intéressant de disposer également
d’une méthode permettant une segmentation des calculs & un niveau plus élevé
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que celui des opérations. En procédant de cette maniére, les modéles de sys-
témes de taille plus importante pourraient subir une premiére parallélisation
plus grossiére, ce qui permettrait de viser des architectures paralléles plus clas-
sique tels que des ordinateurs multiprocesseurs, et éventuellement de servir de
solution au probléme de la répartition des opérations dans des modules de base,
pour des schémas de calcul contenant plusieurs dizaines de milliers d’opérations.
Une telle méthode a été élaborée et est proposée dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Découpage automatique des
modeles

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de découpage automatique
des modéles qui tire profit de leur génération par I’approche symbolique.

Nous commencons par mettre en évidence les différentes possibilités de pa-
rallélisation des modéles de systémes multicorps. Nous proposons ensuite de
tirer profit a la fois de la topologie de la structure du systéme et de la structure
algébrique de la Jacobienne des contraintes pour segmenter I’ensemble des équa-
tions d’un modéle en sous groupes d’équations suffisamment indépendantes.

Un objectif de cette méthode est de pouvoir retrouver des sous modéles
de tailles relativement importantes et comparables & ceux obtenus par une
modélisation en sous systémes, sans qu’il soit nécessaire de segmenter le systéme
au niveau de sa description comme dans [64].

4.1 Parallélisme dans les modéles de systémes
articulés

Lorsqu’on g’intéresse de prés & la modélisation des systémes articulés, on
peut mettre évidence différents types de parallélisme, et cela & différents ni-
veaux. Nous distinguons le parallélisme algébrique, présent dans les calculs, et
le parallélisme topologique, présent dans la structure du systéme.

4.1.1 Parallélisme algébrique

Au niveau des opérations arithmétiques Au niveau le plus bas, celui des
opérations arithmétiques scalaires, on peut observer un taux de parallélisme trés

229
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élevé dans les équations récursives générées pour ’étude d’un systéme multi-
corps, méme si leur topologie est linéaire. A ce niveau, on considére de facon
identique toutes les opérations arithmétiques, qu’elles proviennent d’équations
cinématiques, dynamiques ou encore algébriques, et quel que soit le formalisme
utilisé pour générer ces équations. L’idée de base est la décomposition des ex-
pressions symboliques en opérations arithmétiques et ’ordonnancement de ces
opérations en tenant compte de leur interdépendance. L’exploitation du paral-
lélisme & ce niveau a fait ’objet du chapitre précédent consacré & ce que nous
appelons la vectorisation des équations.

Au niveau des macro opérations ou opérations vectorielles !

|RO,/7 I 0,h w(),h . 0.h

A A A Y

(Rﬂ.h.Rh,l] (Ro,h_df,() (R()h(plq) RO.h.w/ql

I N
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F1a. 4.1 — Une étape du calcul récursif de grandeurs cinématiques

On peut également s’intéresser au formalismes utilisés pour générer ces
équations. Nous avons présenté dans le second chapitre une série de forma-
lismes récursifs, permettant de calculer les expressions de vecteurs position,
vitesse ou accélération, de matrice de rotation, Jacobienne, ou de masse, etc.
Si on représente graphiquement, comme sur la figure 4.1, les calculs vectoriels
effectués lors de l'application d’un de ces formalismes, par exemple pour le
calcul récursif de quelques grandeurs cinématiques, on peut constater les diffé-
rents groupes d’opérations et leur interdépendance qui permet de visualiser le

Tau sens géométrique du terme : vecteur et tenseur de R3
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parallélisme & ce niveau.

Si on considére ’écriture vectorielle d’un algorithme récursif, les opérations
sont effectuées entre les vecteurs positions vitesses, etc. et les matrices de rota-
tion, d’inertie, etc. Par exemple, le calcul récursif de la position de l'origine du
repére d’un corps ¢ s’écrit :

PO = pOh 4 ROK diiz

Les données de base ne sont alors plus des scalaires, mais des vecteurs ou des
tenseurs. Le nombre d’opérations vectorielles ou plutét de macro opérations est
alors plus restreint, ce qui allége le colt des procédures d’ordonnancement et
permet de traiter des schémas de calculs plus volumineux. Toutefois, dans le
contexte de la génération symbolique telle qu’elle est implémentée dans ROBO-
TRAN, ces macro opérations peuvent parfois se trouver trés réduites en raison
des simplifications symboliques qui ont lieu, ce qui rend trés difficile I’estimation
a priori du niveau de complexité de ces macro opérations.

Dés lors, il nous semble plus opportun de travailler directement au niveau
des opérations scalaires, comme nous ’avons fait dans le chapitre précédent, afin
d’éviter une trop grande disparité dans le cotit des macro opérations. De plus,
grace a Defficacité de ROBOTRAN, nous n’avons pas eu de probléme pour gérer
I’analyse et l’ordonnancement de gros modéles qui peuvent contenir plusieurs
dizaines de milliers d’opérations.

Au niveau des opérations matricielles 2

Dans les étapes de traitement des équations de contraintes et de réduction
des équations du mouvement, nous trouvons un grand nombre de calculs im-
pliquant des matrices : matrice Jacobienne, matrice de couplage des vitesses,
matrice de masse. On peut en effet paralléliser le produit de deux matrices, en
procédant ligne par ligne ou bloc par bloc.

En particulier, nous avons montré dans les sections relatives au traitement
des équations de contraintes qu’il était souvent possible de mettre en évidence
une structure bloc triangulaire au niveau de la matrice Jacobienne J,. Cette
structure bloc est due a la fois & la topologie et au partitionnement des coor-
données. Elle se retrouve au niveau de la matrice de couplage des vitesses, et il
va également étre possible de la mettre en évidence au niveau de la matrice de
masse, étant donné son lien avec la topologie du systéme.

Au niveau de l'algorithme général du modéle Au deld des formalismes
récursifs et des calculs matriciels, on peut également analyser la structure gé-
nérale du modéle du systeme. La figure 4.2 est une illustration des différentes
parties d’un modéle dynamique direct qui permet de simuler numériquement le
comportement d’un systéme.

2au sens algébrique du terme : tableaux m X n
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Résolution Contraintes
Position et Orientation
h(q,.q,)=0

ewton— Raphson

Résolution Contraintes
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Fi1G. 4.2 — Diagramme d’un modéle dynamique direct complexe

On constate que la plus grande partie de ce schéma est constituée d’une
séquence de blocs. Si on peut apercevoir quatre blocs indépendants qui pour-
raient éventuellement étre exécutés en paralléle, il faut toutefois étre attentif
4 la différence de complexité relative de ces blocs, selon les caractéristiques du
systéme modélisé. En effet, la présence ou non de boucles ou d’interactions avec
I’environnement a une influence directe sur la taille de ces blocs d’opérations.
C’est pourquoi nous n’exploiterons pas cette possibilité dans notre méthode.

4.1.2 Parallélisme topologique

Outre le parallélisme de bas niveaux des calculs récursifs ou algébriques, il
est intéressant de considérer le parallélisme exploitable au niveau de la structure
du systéme. Ce parallélisme peut étre considéré & deux niveaux.
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Au niveau de P’arborescence Un systéme arborescent, ou rendu arbores-
cent par diverses coupures, comporte plusieurs branches. Nous pouvons citer le
cas des robots paralléles ou des suspensions de véhicules. Pour de tels systémes,
on observe une similitude entre la topologie de la structure et la topologie du
graphe de dépendance des équations récursives générées pour chacun des corps
du systéme. Cette similitude entre les deux graphes est illustrée sur la figure
4.3. L’orientation du graphe de dépendance des équations peut étre identique au
graphe de filiation des corps ou inversée, selon que parcours récursif est effectué
dans le sens progressif ou régressif lors de la génération de ces équations.

Topologie Equations récursives

F1G. 4.3 — Relation entre topologie et dépendance des équations récursives

Pour rappel, une branche est constituée d’une série de corps, encadrés en
pointillés sur la figure 4.3,

e dont le dernier posséde plusieurs ou aucun enfants et

e dont le parent du premier est la base ou le dernier d’une autre branche.

Comme on le constate sur cette illustration, les blocs d’opérations se rap-
portant aux différentes branches du systéme ne sont pas complétement indé-
pendants, si les branches différentes sont reliées & une branche commune in-
termédiaire. Ainsi les blocs d’équations relatives aux branches 2,3 et 4 sont
indépendants, mais nécessitent que les équations relatives & la branche 1 soient
évaluées d’abord3. On notera que la taille des blocs d’opérations peut étre est
trés variable et dépend directement de la taille des branches.

3lorsqu’on adopte une approche récursive progressive
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Au niveau de la composition du systéme D’autre part, certains systémes
sont composés ou peuvent étre composé de sous-systémes. Nous pouvons citer
le cas des trains, composés de plusieurs caisses et bogies, de véhicules routiers,
voitures ou camions, et de leur remorque, etc. La figure 4.4 illustre quelques
systémes composés de sous-systémes.

| |
| | | |
0o ooloo ooloo oo

o DO
Wagons d 'untrain Voiture et remorque

Quatre quarts
devéhicule

Fi1G. 4.4 — Exemples de sous-systémes

Il ne s’agit alors pas de considérer seulement des branches paralléles mais
bien des arborescences paralléles. Ces sous systémes ne sont généralement pas
totalement indépendants, ils sont souvent couplés par des forces de liaisons
point-a-point ou par des contraintes d’assemblage. Ce couplage implique alors
également un couplage au niveau des équations des sous-systémes.

Toutefois, bien que ’exploitation de cette structure en sous-systéme [64] se
révéle étre une approche trés efficace, notamment en raison de la taille impor-
tante des blocs d’équations correspondant aux sous-systémes, elle nécessite que
les sous-systémes soient déclarés de fagon explicite lors de la description du
systéme. Or, dans certains contextes, en particulier dans celui de 'utilisation
de coordonnées relatives articulaires, l'utilisateur d’un programme de modéli-
sation n’aura pas forcément le réflexe, la volonté ou la capacité de découper son
systéme de fagon judicieuse en vue de sa modélisation.

On peut prendre ’exemple classique d’un véhicule routier ou tout-terrain,
que l'on peut diviser en trois ou quatre parties, symétriques ou non, ou plus
simplement celui d’une voiture tractant une remorque. Ce dernier exemple est
particuliérement intéressant, car 'ingénieur habitué & l'utilisation de coordon-
nées relatives articulaires aura tendance a relier la remorque & la voiture par une
articulation sphérique au lieu de modéliser voiture et remorque comme deux
sous systémes assemblés par une contrainte, ce qui permettrait de paralléliser
le modéle.

Il est donc intéressant et utile de disposer d’une méthode un peu plus gé-
nérale qui pourrait identifier différentes branches, ce qui est aisé, et les re-
grouper, ce qui ’est moins a priori, de maniére & reconstituer ’équivalent de
sous-systémes.
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4.2 Possibilités de découpage d’un modéle dyna-
mique direct

Dans cette section, nous voulons montrer comment paralléliser la plupart
des blocs d’un modéle dynamique direct tel que celui illustré sur la figure 4.2, en
fonction de leurs caractéristiques intrinséques et de celles du systéme modélisé.
Pour certains blocs, il peut y avoir plusieurs fagons d’effectuer leur parallélisa-
tion, en revanche certains autres sont difficilement sécables.

Nous désirons également découper chaque bloc selon la méme régle de dé-
coupage avec pour objectif de parvenir, non seulement & découper chaque bloc
en différentes parties, mais également & séparer le diagramme en différentes
parties de maniére & limiter le nombre de connexions entre les différents sous
blocs. Nous expliciterons & nouveau cet objectif plus loin dans cette section.

4.2.1 Séparation des équations de contraintes

Sur le diagramme de la figure 4.2, on remarquera qu’il y a trois blocs relatifs
au traitement des équations de contraintes. Comme nous ’avons présenté dans
la section 2.4, nous proposons une résolution des contraintes & trois niveaux : en
position, en vitesse et en accélération. Ceci implique de résoudre les équations de
contraintes ainsi que leurs dérivées premiéres et secondes. La méme procédure
de découpage est utilisée pour ces trois groupes d’équations.

Cette procédure de découpage est basée a la fois sur la structure topolo-
gique du systéme et sur la structure algébrique de la matrice Jacobienne des
contraintes. En ce qui concerne la topologie, il faut rappeler ici que la structure
arborescente résulte de coupures faites par 'utilisateur, dans le cas de systémes
contenant des boucles cinématiques. L’emplacement et le type des coupures
utilisées vont conditionner la morphologie de la structure arborescente et donc
le parallélisme topologique.

Structure topologique Sur la figure 4.5 nous illustrons la relation existant
entre la structure d’une boucle cinématique ouverte par coupure et la structure
des équations de contrainte générées pour une telle coupure. Dans le cas d’une
coupure bien placée, la structure arborescente va présenter deux branches paral-
léles, de longueur semblable. Les équations cinématiques générées pour chacune
de ces branches sont indépendantes les unes des autres et peuvent donc étre
évaluées en paralléle.

Comme la complexité du formalisme récursif progressif utilisé pour la géné-
ration de la matrice Jacobienne est quadratique en fonction de la longueur des
branches, il est intéressant de placer la coupure de telle sorte que ’on obtienne
deux branches de taille semblable afin de réduire le nombre total d’opérations
dans les équations exprimant la coupure.



236 CHAPITRE 4. DECOUPAGE AUTOMATIQUE DES MODELES

Boucle cinématique Equations de contrainte

Fi1a. 4.5 — Séparation des équations de contrainte de coupure d’une boucle

En pratique, on observe rarement des boucles cinématiques trés longues et
la quantité d’opérations arithmétiques qu’il est possible d’effectuer en paralléle,
méme lorsque les boucles sont coupées de maniére a équilibrer les deux branches,
se réduit souvent & quelques centaines voire quelques milliers d’opérations, ce
qui est difficilement exploitables sur un ordinateur paralléle classique.

Lors de la génération symbolique, toutes les équations sont marquées en
fonction des branches auxquelles elles se rapportent, et il est donc possible de
les identifier pour les placer dans des blocs de traitement indépendants ou non.
Ce choix peut donc toujours étre proposé & l'utilisateur ou étre automatisé.
Dans ce travail, nous n’avons toutefois pas exploité le parallélisme au niveau
des branches pour le traitement des équations de contraintes.

Structure de la Jacobienne Nous proposons plutot de considérer la struc-
ture de la matrice Jacobienne. Comme nous ’avons présenté dans la section
2.4.1 relative & la résolution des contraintes, la forme bloc triangulaire de la
matrice J,, lorsqu’elle existe, permet le découplage et la résolution en cascade
des équations des contraintes.
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Les séquences d’opérations & effectuer pour la résolution des contraintes en
position :
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peuvent étre réorganisées selon le diagramme de la figure 4.6.

Ce diagramme correspond au cas oil la Jacobienne posséde une structure
bloc triangulaire. Seules les opérations correspondant au traitement des trois
premiers blocs sont reprises. 1l illustre les différentes phases de traitement des
contraintes,
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e résolution des équations de contraintes et calcul itératif des coordonnées
dépendantes g,

e régolution des dérivées premiéres des contraintes et calcul direct des vi-

tesse dépendantes ¢,,

e résolution des dérivées secondes des contraintes et calcul direct des termes

de V'
et le couplage des différents blocs au travers des transferts de données.

Note : dans le cas d’'un modéle dynamique direct, on ne calcule pas ex-
plicitement les accélérations dépendantes & ce stade, car ce calcul nécessite
les accélérations indépendantes qui ne seront connue qu’aprés résolution de la
forme réduite des équations du mouvement. Néanmoins, comme nous ’avons vu
précédemment, le vecteur b’ = —J,,jlj ¢ nécessaire au calcul des accélérations
dépendantes, est utilisé dans la phase de réduction.

Sur base de la structure bloc de la Jacobienne, nous proposons de regrouper
en différentes taches, les opérations qui utilisent les éléments de Jacobienne
appartenant & une méme ligne de bloc. Ce regroupement, illustré par les traits
verticaux discontinus sur le diagramme de la figure 4.6, respecte la dépendance
relative des différents blocs d’opérations.

On remarque que la quantité de calcul des différentes taches est malencon-
treusement déséquilibrée. En eflet, la troisiéme tache ne peut démarrer avant
que les coordonnées dépendantes ¢’ et ¢Z! des blocs I et IT ne soient connues,
et c’est elle qui semble comporter le plus de calculs en raison de ’évaluation des
blocs sous diagonaux de la Jacobienne. Il n’est toutefois pas possible d’évaluer
ces blocs sous diagonaux colonne par colonne en raison de leur dépendance po-
tentielle vis & vis des coordonnées dépendantes associées a leur indice de ligne
de bloc. Ainsi le bloc J//! peut dépendre des coordonnées ¢2!! calculées dans
la tache I11 et ne peut par conséquent pas étre évalué avant cela dans la tache
Ioull.
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F1G. 4.6 — Diagramme de traitement des équations de contraintes
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Si on observe le diagramme avec attention, on constate que lorsque le calcul
des coordonnées articulaires ¢/ associées au premier bloc J! de la Jacobienne est
terminé dans la premiére tache, celles-ci sont transférées & une seconde tache
qui peut alors commencer le calcul des coordonnées ¢! en paralléle avec la
premiére tache qui poursuit avec le calcul des vitesses généralisées dépendantes
a-

On notera que le premier bloc B!, de la matrice de couplage des vitesses
est transmis aux autres taches. Il s’agit en effet de termes nécessaires pour le
calcul des autres blocs de la matrice de couplage des vitesses, B, BIIT etc.

Apreés le calcul des vitesses, chaque tache procéde alors au calcul des termes
provenant des dérivées secondes des équations de contraintes. On notera que
les sous blocs du vecteur b sont également transmis de tache en tache.

) )
K hm
j 1;1111
2 i

(b)

F1G. 4.7 — Schémas de traitement des contraintes, (a) en cascade, (b) en paral-
lele

La figure 4.7 illustre de facon plus synthétique la structure générale du dia-
gramme de traitement des équations de contraintes. Ce traitement est effectué
en cascade lorsque la matrice Jacobienne J, posséde une structure bloc triangu-
laire. Lorsque J, posséde une structure bloc diagonale, le traitement de chaque
bloc de contrainte se fait alors en paralléle de fagon totalement indépendante
des autres blocs. Ce cas idéal peut se présenter pour différentes suspensions
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d’un véhicule ou pour les différentes jambes d’un robot & structure paralléle.

Identification et marquage des équations En pratique, toutes les équa-
tions servant a calculer les contraintes et tous les termes de la Jacobienne sont
d’abord générées avant de pouvoir procéder a D'analyse et & la factorisation
éventuelle de la partie carrée J,. Il n’est donc pas possible d’implémenter a
priori la génération paralléle des blocs de la Jacobienne, ce qui poserait un
probléme dans le cadre d’une approche numérique.

Lorsque la structure est déterminée aprés factorisation bloc triangulaire,
nous procédons alors de facon récursive, au marquage des équations symbo-
liques, en partant de celles qui définissent les termes de la Jacobienne compléte
J et des contraintes h, et en remontant le chainage récursif des variables auxi-
liaires. Cette procédure de marquage va permettre d’identifier les équations de
calcul des termes des différents blocs afin de les séparer a posteriori.

Les termes sont marqués selon 'ordre des blocs. La procédure récursive de
marquage d’appartenance & un bloc s’arréte lorsqu’elle arrive sur une variable
auxiliaire déja marquée comme appartenant & un bloc d’indice inférieur. Ainsi
les expressions communes sont toujours classées dans les blocs qui seront exé-
cutés les premiers, ce qui compense quelque peu le déséquilibre induit par le
regroupement en taches.

Cette méme procédure récursive est utilisée pour le marquage de toutes
les autres équations relatives au calcul des blocs de matrices B,.,, des vitesses
articulaires dépendantes ¢, et des termes du vecteur b

Note : Les équations de calcul des termes des blocs sous diagonaux de la
matrice Jacobienne JMN : M > N ne peuvent pas étre évaluées avant que
la procédure itérative de résolution du bloc M ait convergé et que les valeurs
correctes des coordonnées dépendantes ¢! soient connues.

4.2.2 Séparation des équations cinématiques et dynamiques

Nous nous intéressons maintenant aux deux blocs correspondant aux équa-
tions cinématiques et dynamiques résultant de ’application du formalisme
Newton-Euler récursif semi-explicite au graphe topologique arborescent du sys-
téme. Ces deux blocs issus du diagramme général du modéle dynamique direct
illustré sur la figure 4.2 sont repris sur la figure 4.8 pour rappel. Un troisiéme
bloc, illustré en pointillé, correspond au calcul des forces et couples extérieurs.

On se rappelle que dans notre formulation, les forces et couples extérieures
fext €t ceyt interviennent dans le calcul des équations dynamiques, plus parti-
culierement dans ’expression du vecteur ¢(q, ¢, fext, Cext, g) de I'équation 2.4.
Nous commentons la séparation des calculs de ces forces extérieures dans le
paragraphe suivant.

La séparation des équations des deux blocs, cinématique progressive et dy-
namique régressive, repose essentiellement sur la topologie de 'arborescence.
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Forward A External
Kinematics H Forces

)'c.w,)‘&,(b) fre,trq

Backward
Dynamics
M, c

F1G. 4.8 — Equations cinématiques et dynamiques du systéme arborescent

Nous exploitons le parallélisme présent dans la structure, lequel se retrouve au
niveau des équations récursives, comme cela a déja été montré plus haut a la
section 4.1.2. Nous illustrons le cas particulier qui nous occupe sur la figure 4.9.
Les équations relatives aux branches communes de ’arborescence ne sont
pas parallélisable, sauf au niveau des opérations.
En ce qui concerne la matrice de masse générée pour une telle topologie, on
peut observer la structure suivante :

]\/111 M12 M13
M = Mo, Moo 0

On se rappelle que la matrice de masse est symétrique et que par conséquent
My = M, et M3y = M{;. Les termes M3y = MJ; sont nuls car les branches 2
et 3 n’ont pas d’influence dynamique mutuelle directe. Ces branches sont indé-
pendantes au niveau de la structure arborescente, aucune des deux n’est parent
de l'autre. Les termes du bloc Mso sont calculés par les équations relatives a
la branche 2. Ceux de Ms3 le seront par les équations relatives & la branche 3.
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Cinématique
progressive

Dynamique
régressive

Topologie

arborescente T
Equations récursives

FiG. 4.9 — Parallélisme topologique de la structure et des équations cinéma-
tiques et dynamiques

Les équations de la branche 1 fourniront d’abord les termes de M3, et de Mo,
puis ceux de M.

4.2.3 Calcul des forces extérieures

Lorsque le systéme est soumis & des forces extérieures f.,; provenant de liai-
sons point-a-point ou d’interactions avec son environnement, il est possible de
calculer celles-ci en paralléle avec les équations cinématiques. Dans le cas des
forces de liaisons point-d-point, on peut éventuellement profiter d’un certain
parallélisme, selon la configuration du systéme. On notera que les calculs rela-
tifs & plusieurs liaisons ou plusieurs interactions sont également parallélisables.
Nous illustrons cela avec le cas des forces de contact.

Forces de liaisons Le cas des liaisons point-a-point est assez similaire au
cas des contraintes. La figure 4.10 illustre la relation entre la topologie et la
distribution des équations, dans le cas général du calcul d’une liaison entre deux
corps.

Dans une premiére étape, paralléle, on évalue la cinématique des points d’ap-
plications des forces sur chaque branche, ensuite on évalue le modéle constitutif
de I’élément de liaison. Rappelons que ce modéle peut étre plus ou moins com-
plexe selon la nature de cet élément. Finalement, la force de liaison est projetée
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élément de liaison

Equations

F1G. 4.10 — Equations de calcul de forces de liaison point & point

dans les repéres de chacun des corps reliés. On constate qu’il n’y a pas d’équa-
tions relatives & la branche 1 parente si on exprime les calculs dans le repére
du corps commun aux deux branches paralléles, ce qui est le cas par défaut.

Si la force de liaison ne s’applique pas entre deux branches paralléles ou
indépendantes, alors, il n’y a pas, a priori, de parallélisme exploitable au niveau
méme du calcul des composantes de forces et de couples extérieurs.

Forces de contact Comme nous I'avons exposé dans les sections 1.5.1 et
1.5.3, la procédure consiste & :

e calculer la cinématique du point d’application de la force d’interaction

avec I’environnement,

e évaluer un modéle d’interaction qui produit la valeur de la force qui s’ap-

plique sur le corps au point de contact,

e projeter la force dans le repére solidaire du corps et éventuellement, cal-

culer les couples de transport.

Pour chaque interaction, la procédure consiste donc essentiellement en un
parcours récursif d’une seule chaine pour chaque point d’application. Il n’y a
donc pas de parallélisme de type topologique pour le calcul d’une seule force
d’interaction.

Toutefois, si le systéme a plusieurs interactions avec l’environnement, on
pourra généralement les calculer en paralléle. Par exemple pour un véhicule,
on peut calculer quasi indépendamment les forces de contacts de chacune des
roues. Nous illustrons le diagramme général sur la figure 4.11.

On constate sur ce diagramme que les calculs de la cinématique des différents
points de contact peuvent posséder une partie en commun, si il y a une branche
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Fic. 4.11 — Diagramme de calcul des forces d’interaction d’un systéme avec son
environnement

commune au niveau de la topologie du systéme. Ceci est du & 'utilisation du
formalisme récursif d’une part et a la nécessité d’exprimer la cinématique des
points de contact dans le repére inertiel, d’autre part.

4.2.4 Séparation des opérations de réduction

Les opérations de la procédure de réduction proviennent uniquement de
calculs matriciels qui consistent & obtenir les formes réduites de la matrice de
masse M et du vecteur F. Nous rappelons ici les équations 2.45 et 2.46 qui
définissent ces éléments :

M = Muu + MuvB'Uu + BZUMUU + Bgu]\/—[vavu
F=c-0Q
F =F,+ M,V +BL F, + BT M, v/

u

On trouve dans la littérature [62] des procédures de calcul ou les différents
termes de ces sommes sont évalués en paralléle avant d’étre additionnés. Cela
crée des calculs de tailles relativement inégales vu la complexité trés variable
entre ces différents termes, mais chaque terme peut étre calculé indépendam-
ment des autres et ceci quelle que soit la structure du systéme.

Nous proposons d’utiliser & nouveau la structure bloc de la Jacobienne
comme guide pour la segmentation des calculs de la matrice de masse M et du
vecteur F réduits.
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Nous avons déja vu que la matrice B,,, de couplage des vitesses, trés présente
dans les calculs de réduction, peut étre obtenue bloc par bloc comme ceci :

I
B'uu

By, = BII BT, = | (BI)T (BI)T (BIIT

vU

117
Bvu

Dans les formules de réduction, on constate que la matrice B,, est multi-
pliée & la matrice de masse M et au vecteur F. Il serait alors intéressant de
structurer la matrice M et du vecteur F' de la méme maniére. Ceci ne pose pas
de probléme : nous avons déja associé des groupes de coordonnées dépendantes
ql, ¢!, ete. a chaque bloc de J, et donc de B,,,. Il nous suffit alors de segmenter
les sous matrices de masse M, et M,, selon le méme découpage que la matrice
By

La matrice de masse M et le vecteur F' peuvent donc étre présentés comme
ceci :

My, ML, ML MY F,
M! M! ® ® FI
M — vu Vv F — v
M ® ML ® FlT
Ml ® ® M FHI

On notera que contrairement 4 ce que 1’on observe lorsqu’on restructure la
matrice de masse en permutant les coordonnées selon leur appartenance & une
méme branche, elle ne présente pas nécessairement une structure bloc diagonale
pour des blocs de contraintes indépendantes, et donc il n’y a aucune garantie
que le sous bloc M, ne posséde que des blocs diagonaux. Les blocs marqués par
des ® ne sont pas nuls a priori. En pratique, ce sera parfois le cas pour certains
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systémes, car les raisons de l’indépendance des blocs de contraintes sont de
nature topologique, notamment lorsque les contraintes proviennent de coupures
relatives 4 des branches indépendantes, par exemple les coupures localisées dans
les différentes suspensions indépendantes* d’un véhicule.

On peut alors organiser et structurer les calculs permettant d’obtenir les
matrices réduites de la facon suivante :

BtM, = BY, - M,
— BItMI +BIItMII+BIIIt]\/[III+'”
K U

vu vu vU vU vU

= BtM! + BtM! + BtM!* 4 ...

My Byw = BtM,T

BtM, = BL, - M,,
— B[tMI +BItMI’II+BItMI’III+"'

vut oy vutoy vuttvv
It 11,1 It II 11t I, 111

+ Bvu J\/‘[vv, + Bvu Mvv + Bvu ]\{[vv7 +oee
II1t III,1 II1t III,I1 IIIt 11T

4 BTN ITLT | RIITeNfITLIT | pITTepITT

vUu vu vU

= BtM! + BtM! + BtMHT ...

On a tenu compte ici, pour le calcul des blocs de BtM, de la possibilité
de Dexistence de termes non nuls hors diagonaux dans M, ce qui implique la

A i i, N .
présence des termes B;, M"] ou j # i.

BtMB = (BL M,,) - By,
= BtM!B,., + BtM!'B,,, + BtM!"'B,, + - --
= BtMB! + BtMB" + BtMB" ...
Il faut étre attentif ici au fait que les blocs du terme BtM B sont obtenus
en multipliant les blocs de BtM, par la matrice B,, compléte a chaque fois!
Celle-ci doit donc étre disponible dans son intégralité pour le calcul de chaque

bloc, ce qui nécessite qu’elle soit transmise & chacune des taches qui auraient &
faire ces calculs. Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin.

4indépendantes du point de vue cinématique, pas dynamique : la présence ou non d’une
barre anti-roulis serait sans effet ici
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BtF =BT . F,

vu

:BItFI""Bl{{LtFJI'i_BlI)iItFJII+"'

U v

= BtF! + BtF!! + BtF!T 4 ...

MBMb = (M,, + BT, M,

= (ML, + BtM)OY + (M + BtMI Y + (MIH + BtMP Y + - -

= MBMb' + MBMb'!' + MBMbT + ...

On constate que chaque élément de cette séquence de calcul peut étre pa-
rallélisé. Ainsi on peut obtenir des matrices de masse réduites partielles :

M = B! + B! + BtM B!
M = pem 4 B!t 4 BeM B
MU = eIy eI 4 BeM BT

de fagon tout & fait indépendante. En effet aucun de ces blocs n’est nécessaire
au calcul d’un autre.
Il en de méme pour les forces réduites :
F! = MBMb' + BtF!
F' = MBMb'! + BtF!
fIII _ MBMbIII +BtFIII

Finalement, on obtient les matrices globales M et F en procédant & l’as-
semblage des matrices partielles comme ceci :

M = My + M+ M M
F=F,+F +F7+F 4.

On peut finalement illustrer le processus de réduction du systéme d’équa-
tions par le diagramme de la figure 4.12.
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M M M M
F F! F Ja

FiG. 4.12 — Distribution des opérations lors de la réduction

On notera que les termes M, de la matrice de masse et F,, correspondant
aux coordonnées indépendantes g, , peuvent également étre distribués dans les
groupes d’équations de calcul des différents blocs de M et F tout comme c’est
le cas pour les éléments de J, dans la section relative au calcul des blocs de
Bu..

4.2.5 Synthése

Dans les paragraphes qui précédent nous avons utilisé essentiellement deux
clés de segmentation des calculs :

o la structure algébrique mise en évidence au niveau de la matrice Jaco-

bienne et

e la structure topologique de la représentation arborescente du systéme,

obtenue aprés coupure des boucles.

Les éléments de base de ces deux modes de segmentation sont respective-
ment les blocs et les branches. Ces deux éléments correspondent a des sous
groupes de ’ensemble des coordonnées articulaires. Néanmoins, la répartition
des coordonnées entre les blocs et les branches sont trés différentes.

On constate en pratique que la segmentation selon les branches est plus
fine que la segmentation selon les blocs. En effet, chaque bloc rassemble en
général plus de coordonnées que chaque branche : en général, deux branches
sont impliquées dans une coupure.

Le choix d’une segmentation globale selon les branches conduirait & une
parallélisation & grains moyens. Ce mode de segmentation constitue un com-
plément intéressant & la méthode de vectorisation, qui est une méthode de
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parallélisation & grains fins. Pour des systémes & topologie arborescente®, cette
approche constituerait un moyen intéressant de distribuer les opérations entre
différents groupes d’unités de calculs constituant une architecture vectorielle
du type de celle que nous avons présenté dans la section précédente.

Néanmoins, dans le contexte plus classique du calcul paralléle ot on vise
des architectures standard telles que celles des ordinateurs multiprocesseurs
ou ordinateurs paralléles organisés en grappe, il nous semble plus opportun de
considérer une méthode de segmentation & gros grains produisant éventuelle-
ment moins de taches, mais des taches de taille plus importante et avec un
minimum d’interaction entre elles, comme dans le cas de la Jeep Iltis traité
dans [64].

Dans cette optique, nous proposons de rechercher un dénominateur commun
entre les deux modes de segmentation envisagés. En considérant les coordonnées
impliquées dans les différents blocs et les différentes branches, on peut mettre
en évidence des relations entre les blocs et les branches. Nous allons utiliser
ces relations pour associer des blocs et des branches de maniére & obtenir un
mode de découpage unique qui pourra étre appliqué de facon homogéne 4 ’en-
semble des opérations d’un modéle de systéme articulé et au modéle dynamique
présenté ici en particulier.

4.3 La création de taches paralléles

Aprés avoir observé dans la section précédente, les différentes facons de
découper les différentes étapes d’'un modéle dynamique, nous sommes arrivés a
la conclusion qu’il serait utile de déterminer une méthode de découpage unique
permettant de segmenter ’ensemble du modéle de maniére & pouvoir générer des
taches suffisamment importantes et indépendantes pour leur permettre d’étre
exécutées efficacement sur un ordinateur paralléle classique, tel qu’une machine
multiprocesseurs par exemple.

La figure 4.13 illustre les observations faites pour les différentes parties du
diagramme d’un modéle dynamique direct.

Notre objectif est donc de trouver une méthode de découpage unique uti-
lisable pour générer des taches paralléles. Pour cela, nous analysons dans un
premier temps la relation qui existe entre les blocs et les branches.

4.3.1 Regroupement de blocs et de branches

On peut associer a chaque branche et & chaque bloc un ensemble de coor-
données articulaires. Nous proposons de regrouper les blocs et les branches qui
possédent des coordonnées en commun. Les blocs font souvent intervenir plus

5par comparaison & une topologie purement linéaire
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Analyse Objectif
. ( I I I h ( I [ A
Contraintes : I I I ( \ I ( \ | ( \
découpage | | | | |
bl
parbloes 1 | |
oy (I ||
découpage | | | | | | |
par branche | | | | | | |
2
. | | [ c | |
Réduction : | | | | I
découpage I I I I |
par blocs I I I . | — | —
Résolution :
pas de
découpage L ) L )
Segmentation différente Découpage unique a
a chaque étape travers toutes les étapes

F1G. 4.13 — Segmentation d’un modéle dynamique direct

de coordonnées que les branches, et il est donc courant que plusieurs branches
soient associées & un méme bloc.

Mais il est également possible que des coordonnées relatives 4 une méme
branche interviennent dans deux blocs différents, par exemple dans le cas d’'un
découplage entre les différentes équations de contrainte scalaires d’une méme
coupure.

Considérons par exemple le systéme BA2000 dont la topologie est illustrée
sur la figure 4.14. 1l s’agit d’un bogie de tram & plancher bas qui circule dans la
ville de Bruxelles. Nous n’effectuerons pas de simulation de ce systéme. Nous
utilisons sa topologie particuliére dans le seul but d’illustrer notre méthode.

Ce systéme comporte 23 articulations réparties entre 9 branches comme in-
diqué dans la table 4.1. Les chiffres entre parenthéses correspondent au numéro
de la branche parente pour chacune des neufs branches. Le sol regoit 'indice 0
par défaut.

Ce systéme est soumis a des équations de contraintes et aprés partitionne-
ment des coordonnées et factorisation bloc triangulaire de la matrice Jacobienne
associée aux coordonnées dépendantes, on peut observer la structure suivante
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Fic. 4.14 — Topologie du systéme BA2000
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branche parent coordonnées
1 ) 123456

) 78

) 910

) 1117 18

) 12 19 20

) 13 14

) 15 16

) 21

) 22 23

WO 00~ O Ok W N

TaB. 4.1 — Répartition des articulations entre les branches

de la matrice J, :

= {2321 22 7 8 11 12}

.
. o« o o
Jo=1| e o« o o
. o o
[ ] . . L]
[ ] . [ ) ° [ ] . )

La répartition des coordonnées articulaires dépendantes entre les blocs est
données par la table 4.2. Les chiffres entre parenthéses correspondent aux nu-
méro des autres blocs qui doivent nécessairement étre résolu avant.

bloc dép. coordonnées

1 .23
2 .21
3 (1,2) 2278
4 (3) 11
5 0 (1,3) 12

TaB. 4.2 — Répartition des coordonnées dépendantes entre les blocs

On peut alors relier les branches et les blocs qui possédent des coordonnées
en commun. On peut illustrer cela sous forme de graphe bipartite, comme sur la
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figure 4.15 et ensuite utiliser la matrice d’adjacence de ce graphe pour effectuer
le regroupement des blocs et des branches.

branche 1 o
branche 2 .
branche 3 . . bloc 1
branche 4 ) ° bloc 2
branche 5 . ° bloc 3
branche 6 . . bloc 4
branche 7 . . bloc 5
branche 8 .
branche 9 .
.
.
adj(biocbranche)y = | = ® - - - - e

F1G. 4.15 — Connexité entre branches et blocs

On obtient donc les groupes de branches et de blocs suivants :
1. blocs 1 et 3 avec branches 2 et 9

2. bloc 2 avec branche 8

3. bloc 4 avec branche 4

4. bloc 5 avec branche 5

Aprés cette phase de regroupement, il reste souvent des branches libres.
C’est évidemment toujours le cas pour un systéme arborescent qui n’est pas
soumis & des contraintes, car alors, il n’y a pas non plus de matrice Jacobienne,
ni de blocs auxquels associer des branches.

Les quatre branches 1, 3, 6 et 7 non pas été associées & des blocs. On les
appelle des branches libres & ce stade. Elles sont donc disponibles pour étre
associées avec d’autres branches libres ou non et former de nouveaux groupes
ou rejoindre des groupes existant.
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4.3.2 Regroupement des branches libres

Pour regrouper les branches libres, nous allons utiliser la relation de parenté
qui existe entre elles. La numérotation des branches respecte toujours leur dé-
pendance : les indices h et ¢ de deux branches dont la branche h est le parent
de la branche i, sont tels que h < i. Ainsi, en parcourant la liste des branches
libres dans ’ordre des indices des branches, on rencontrera toujours la branche
parent h avant la branche q.

Nous avons constaté en observant la relation entre la topologie des branches
et la topologie des équations, que la méme dépendance se retrouvait des deux
coOtés lorsque les équations provenaient de 1’utilisation d’un formalisme récursif
progressif, ce qui est le cas de la grande partie des équations présentes dans nos
modéles.

Il est alors naturel de regrouper des branches libres consécutives, qui forment
une chaine, car nous savons que les calculs relatifs & une branche 7 ne peuvent
pas étre exécutés avant que ceux relatifs 4 la branche parent h n’aient été
effectués. En revanche, deux branches ¢ et 5 ayant la méme branche parent h
peuvent se retrouver dans deux groupes d’exécution différents, car nous savons
que les calculs relatifs & ces deux branches i et j peuvent étre effectués en
paralléle. Nous ne devons donc regrouper qu’une seule des deux branches ¢ ou
j avec la branche parent h. On mémorise pour chaque branche si une de ses
branches enfants libres lui a déji été associée ou non. Chaque branche qui est
associée & un parent, libre ou non, perd sa caractéristique de branche libre.

Apreés avoir parcouru ’ensemble des branches libres, et les avoir éventuel-
lement associées & leur parents, on connait alors le nombre de taches que l'on
peut générer pour le systéme. Ce nombre n’est toutefois pas le nombre maxi-
mal, méme au niveau du parallélisme des branches, car nous ne prenons pas
en compte la possibilité de calculer les forces extérieures en paralléle avec la
cinématique progressive, comme on I’a vu précédemment sur la figure 4.8. Le
nombre de taches obtenu ici vaudra donc au maximum le nombre d’extrémi-
tés du graphe topologique arborescent, soit le nombre de corps terminaux du
systéme, aprés coupures. Le nombre de taches obtenu peut évidemment étre
inférieur au maximum si plusieurs branches paralléles ont été associées de par
leur implication dans un méme bloc de contraintes.

A T’issue de cette seconde phase de regroupement, nous obtenons les cinq
associations de branches suivantes :

0. branches 1, 3, 7

1. branches 2, 6, 9 (blocs 1 et 3)
2. branche 8 (bloc 2)

3. branche 4 (bloc 4)

4. branche 5 (bloc 5)
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La figure 4.16 permet de visualiser ces regroupements au niveau de la topo-
logie du systéme BA2000.

Fic. 4.16 — Association a priori des branches du BA2000

La premiére branche reliée au sol se trouve généralement dans le premier
groupe dont lindice est 0. C’est dans ce groupe que se retrouvent les opéra-
tions non parallélisées comme la résolution finale. Les groupes d’indices 1 & 4
correspondent aux 4 groupes formés par les branches impliquées dans les blocs
de contraintes. Les groupes restant sont formés par les associations d’autres
branches libres entre elles. Il n’y en a pas ici car toutes les branches libres
faisaient partie d’'une méme chaine qui a formé le groupe d’indice 0 avec la
premiére branche.

Il est important de réaliser que les associations de branches présentées ici
sont basées uniquement sur I’analyse de la matrice Jacobienne et la topologie.
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Elles pourraient donc étre déterminées avant méme que les équations soient
générées, hormis celles qui permettent d’obtenir les expressions des éléments de
la matrice Jacobienne, bien entendu. On peut donc qualifier ces associations de
branches de regroupements a priori. Ces regroupements constituent la premiére
étape de la création des taches.

D’autres regroupements plus complexes, mais intuitifs, pourraient éventuel-

lement étre effectués :

e On pourrait regrouper les branches impliquées dans des blocs de con-
traintes avec leur branches parentes, méme si celles-ci font déja partie
d’un autre bloc indépendant. En effet, si les équations de branches ap-
partenant & des blocs de contraintes différents peuvent étre traitées en
paralléle au niveau du traitement des contraintes, ce ne sera pas le cas
au niveau du traitement des équations cinématiques si il y a un lien de
parenté entre les branches des différents blocs, comme nous ’avons vu
précédemment. Donc, on pourrait trouver inutile de créer deux téches
différentes si on croit ne pouvoir exploiter du parallélisme qu’a un seul
niveau.

e On pourrait aussi vouloir regrouper systématiquement toutes les branches
avec leur branches parentes. Ceci produirait donc un ensemble unique
pour toutes les branches d’'une méme arborescence. On ne pourrait alors
générer des taches différentes que pour des systémes constitués d’arbo-
rescences paralléles, et & condition que les blocs de contraintes ne font
pas intervenir des branches appartenant & deux arborescences différentes.
Seuls les modéles des systémes composés & partir de sous systémes ou
ayant une structure fortement paralléle tels les robots du méme nom,
pourraient alors étre segmentés. Cette option de regroupement est trés
efficace car elle peut produire directement une tache par sous systéme.

Nous avons choisi de limiter les regroupements a priori & ceux que nous

avons présentés plus haut. Les équations sont alors marquées de maniére a
pouvoir étre regroupées en différents prototypes de taches.

Marquage des équations Chaque équation symbolique recoit un code d’iden-
tification qui va permettre de la stocker dans une structure hiérarchique arbo-
rescente & six niveaux. Ce code d’identification & six champs est comparable &
I’adresse de résidence d’une personne qui comporte le pays, la province, la ville,
la rue, le numéro, la boite.

Les six champs de notre code d’identification correspondent aux caractéris-
tiques suivantes des équations :

1. numéro de branche

N

numeéro de sous séquence

Rt

numeéro de séquence

=

numéro de bloc de la Jacobienne J,
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5. numéro de section
6. numéro de tache

Chaque champ correspond a une classification soit séquentielle soit paral-
lele : les numéros de branches, de bloc et de tache correspondent & différents
niveaux de parallélisme. Le numéro de section indique 'appartenance & 1’en-
semble des équations de traitements de contraintes ou de calcul des forces ex-
térieures ou de réduction, etc. Les numéros de séquence et de sous séquence
correspondent aux différentes étapes de calcul de chaque section.

Tous les champs ne sont pas utilisés pour toutes les équations. Par exemple,
le numéro d’appartenance & un bloc n’a pas de sens pour une équation de la
section relative au calcul des forces externes.

La structure hiérarchique de stockage des équations permet d’accéder de fa-
con rapide et facile aux groupes d’équations ayant une caractéristique commune.
Elle est utilisée entre autres pour le traitement des contraintes, I’élaboration
des taches paralléles et la gestion de I'impression finale des équations.

Ce marquage est effectué avant I’application des nouveaux traitements sym-
boliques qui sont effectués aprés la génération et que nous avons présentés dans
la section 1.6.2. Ceux-ci peuvent en effet contribuer a améliorer la répartition

des opérations entre les tAches de maniére A réduire le nombre de données
transférées entre les taches, comme nous allons le voir ci-aprés.

Contribution des traitements symboliques Des traitements symboliques
appliqués aux équations aprés la génération peuvent avoir un effet sur la dis-
tribution des équations entre les différentes taches. Il s’agit de

e la décomposition des équations,

e de la recherche des doublons,

e de I’élimination des variables auxiliaires inutiles.

Décomposition des équations La décomposition des équations a pour
effet d’obtenir un ensemble d’équations qui ne comportent chacune plus qu'une
seule opération arithmétique. Il y a alors une certaine identité entre les dési-
gnations équation, variable auxiliaire et opération.

La figure 4.17 illustre une situation dans laquelle une équation C' provient
de la décomposition de D et donc D est normalement le seul enfant de C. A
priori C' devrait appartenir par défaut a la méme tache que D. Mais si 'analyse
montre que les deux parents A et B de ’équations C appartiennent tous deux
a une méme tache qui est différente de celle de C, on va faire migrer ’équation
C vers la méme tache que ses parents. Cette opération peut réduire d’une unité
le nombre de données & transférer entre ces deux taches.
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F1c. 4.17 — Changement de tache aprés décomposition

Recherche des doublons Aprés décomposition des équations, il est ha-
bituel d’appliquer une recherche des équations qui sont identiques et d’éliminer
les doublons pour éviter d’effectuer des calculs redondants.

Dans le contexte du calcul paralléle, il est généralement préférable de recal-
culer des valeurs pour éviter de devoir les transférer d’une tache a une autre,
car les transferts sont parfois plus lent que les calculs, surtout lorsqu’il s’agit
de petites quantités de calculs. C’est précisément ce cas qui est illustré sur la
figure 4.18. On ne va pas éliminer (4) le calcul C’ identique & C si ils sont
localisés dans des taches différentes, afin d’éviter de créer un nouveau transfert
entre les deux taches, ou du moins d’y rajouter une donnée si un tel transfert
existait déja entre les deux taches.

Elimination des variables auxiliaires inutiles La derniére de cette
série de traitements symbolique consiste & supprimer des variables auxiliaires
inutiles en réintégrant les expressions qui les définissent dans celles de leur
enfant unique.

La figure 4.19 illustre une situation ot une variable C' ne posséde qu’un seul
enfant D qui est situé dans une tache différente. Cette situation peut étre la
conséquence naturelle de la migration de C suite & la décomposition de D. 1
s’agit alors de maintenir C' dans sa tache afin de ne pas augmenter le nombre
de données transférées entre les deux taches.
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F1G. 4.18 — Recherche et élimination des doublons

L

4.3.3 Constitution et analyse des prototypes de taches

La construction de la structure hiérarchique de stockage des équations sur
base de leur code d’identification va en fait fournir implicitement la composition
des prototypes de taches. En effet, chaque noeud de niveau six de la structure
correspond en fait & une tache.

Chaque tache contient toutefois un ensemble d’équations qui appartiennent
4 des sections différentes et & des séquences différentes au sein de ces sections.
Ces équations peuvent en outre dépendre d’autres équations appartenant aux
autres taches. Nous allons donc devoir analyser I'interdépendance de ces équa-
tions comme nous ’avons fait lors de la vectorisation des équations. Les entités
d’exécution élémentaires correspondaient alors aux opérations arithmétiques
contenue dans les équations décomposées. Maintenant, les entités d’exécution
seront des groupes d’équations appartenant & une méme séquence, c’est & dire
les équations appartenant 4 un méme noeud de niveaux trois de notre structure
hiérarchique. Une séquence est donc un groupe d’équations dont les champs 3,
4, 5 et 6 de leurs codes d’identification ont respectivement la méme valeur pour
chaque équation.

Le niveau trois correspond au plus haut niveau ou les groupes d’équations
n’ont pas de dépendance mutuelle, ce qui signifie que le graphe de dépendance
construit en prenant ces groupes de niveau trois comme noeuds ne contient pas
de cycles, ni d’arcs bidirectionnels. Choisir un niveau inférieur est inutile car
les groupes d’équations seraient alors plus petits et le nombre d’interdépen-
dances plus grand, ce qui conduirait & un nombre de points de connexions plus
important entre les taches.
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F1G. 4.19 — Conservation d’une variable auxiliaire C inutile

Pour chaque séquence d’équation, on va établir une liste de dépendance par
rapport aux autres séquences sur base de l'interdépendance entre les équations
qu’elles contiennent. Il s’agit donc de créer au niveau des séquences ’équivalent
des listes de parents et d’enfants au niveau des équations. Toutefois, au niveau
des séquences nous créons deux listes de transferts, une liste d’arrivées et une
liste de départs. Chaque transfert contient ’ensemble des données & transférer
ainsi que la séquence d’origine et la séquence de destination. Un transfert cor-
respond toujours & un échange unidirectionnel de données entre deux groupes
d’équations différents de niveau trois, indépendamment de leur appartenance a
une méme tache ou non.

[’analyse d’interdépendance des séquences permet également de déterminer
des valeurs d’indice asap et alap pour chaque séquence, exactement comme
nous l'avions fait pour chaque opération dans la méthode de vectorisation. Ces
indices vont étre utilisés pour déterminer I’ordre d’exécution des séquences pour
chaque tache.

4.3.4 Ordonnancement des séquences d’équations

L’ordre d’exécutions des séquences d’équations doit respecter leur interdé-
pendance, c’est évident. On ne peut pas évaluer une équation avant que toutes
les variables auxiliaires nécessaires n’aient été calculées. Toutefois, il y a plu-
sieurs possibilités qui respectent cette dépendance, nous ’avons déja montré
lors de la vectorisation. C’est & nouveau le cas ici.

A priori, toutes les équations sont générées dans un ordre qui respecte cette
dépendance. Lors de la création de la structure hiérarchique, cet ordre est res-
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pecté a chaque niveau. Toutefois, cet ordre peut ne pas étre optimal lorsque les
équations sont réparties entre différentes taches paralléles.

Considérons la situation illustrée par la figure 4.20 ot on voit & gauche un en-
semble de 6 groupes d’équations A, B, C, F, E, I distribuées entre deux taches.
On constate que la dépendance des groupes est respectées, mais le résultat lors
de I'exécution des taches en paralléle est inefficace si 'ordre est maintenu tel
quel au sein des taches.

]
a
C A
| C
]$D B — ;4
\ IE
\F E
3

\\ /4

|

FiG. 4.20 — Exécution en paralléle sans ordonnancement

L’application d’une procédure d’ordonnancement, telle que celle utilisée
dans la méthode de vectorisation permet d’optimiser ’ordre d’exécution au
sein des taches en fonction de interdépendance des groupes d’équations. La
figure 4.21 montre le résultat de I'ordonnancement. L’ordre de C et D a été
inversé au sein de la premiére tache, ce qui résulte en un schéma d’exécution
plus compact ot le parallélisme est mis & profit et le temps de calcul global est
diminué.

La procédure d’ordonnancement détermine donc un nouvel ordre d’exécu-
tion des séquence d’équations au sein de chaque tache, en fonction des indices
asap et alap ainsi que de la dépendance de cette séquence vis-a-vis des autres
séquences. Un numéro d’étape est affecté & chaque séquence en fonction du
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F1G. 4.21 — Exécution en paralléle avec ordonnancement,

nombre de séquences qui sont exécutées avant elle au sein de la méme tache.

Longueur critique A la fin de la procédure, on peut également déterminer la
longueur critique du schéma d’exécution paralléle. Cette longueur est exprimée
en nombre d’opérations et correspond a la somme des opérations des séquences
du chemin le plus long ¢ qui traverse le graphe de dépendance.

Cette longueur critique vaut au maximum le nombre total d’opérations du
modéle et au minimum la longueur de la tache contenant le plus d’opérations.
On parlera aussi de nombre critique d’opérations pour désigner la longueur
critique.

En notant N4 le nombre d’opérations de la séquence d’équations A, on peut
exprimer la longueur critique du schéma d’exécution paralléle de la figure 4.21
comme max(Na + N, Np) + max(Ne, Ng) + Np.

Si on pouvait faire abstraction du temps de communication entre les dif-
férentes taches, le rapport entre la longueur critique du schéma paralléle et le
nombre total d’opérations du modéles correspondrait au facteur de réduction
du temps de calcul obtenu grace a la parallélisation du modéle.

On appellera taux de parallélisation du modéle, le rapport entre le nombre
total d’opérations et le produit de la longueur critique du modéle paralléle par
le nombre de taches. Un taux de parallélisation de 100% correspondrait alors
au cas idéal ou toutes les taches ont la méme taille égale & la longueur critique.

Nombre critique de transferts Une autre caractéristique du schéma d’exé-
cution est le nombre critique de transferts. Il s’agit du nombre maximum de

Sen terme de nombre d’opérations & effectuer
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transferts entre taches que 'on peut trouver sur un chemin qui traverse le
graphe de dépendance.

Reésultats A ce stade nous avons obtenu, pour notre systéme BA2000, le
schéma d’exécution paralléle en cinqg taches qui est illustré sur la figure 4.22.

Les rectangles correspondent aux séquences d’équations. Chaque colonne
contient les séquences d’équations d’une méme tache. Dans chaque rectangle on
trouve les quatre champ du code d’identification de chaque séquence ainsi que
le nombre d’opérations entre parenthéses. Les fléches représentent les transferts
de données entre les taches.

Le nombre total d’opérations de ce modéle est de 7557 et la longueur critique
de ce schéma d’exécution paralléle est de 3684, ce qui correspondrait 4 un
facteur de diminution” du temps de calcul de 2.05 en distribuant les calculs
entre cing taches paralléles, ce qui correspond & un taux de parallélisation de
41%.

Le nombre critique de transfert vaut 8.

Les caractéristiques des taches sont données par la table 4.3.

| numérodetache | 0 [ 1 [ 2 | 3 [ 4 |

nombre d’opérations | 2517 | 2599 | 118 | 982 | 1373
transferts sortants 28 34 9 10 7
transferts entrants 25 22 4 18 19

TAB. 4.3 — Caractéristiques des taches BA2000/5P

La table 4.4 reprend quant & elle les nombres de transferts entre les taches.
Les lignes correspondent aux origines et les colonnes aux destinations. Les va-
leurs entre parenthéses correspondent aux transferts de données internes entre
les différentes séquences d’équations d’une méme tache.

0 1 [ 2] 3 ] 4
025 | 11 | 2 | 5 | 10
1110 [(59)] 2 | 13 | 9
2 3 [ 6 || 0 | 0
3] 5 5 | 0| (19| 0
A 7 [0 [0 ] 0 |19

TAB. 4.4 — Nombres de transferts entre taches BA2000/5P

L’analyse de ces résultats montre que :

"dans des conditions idéales ot on néglige le temps de communication entre taches
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FiG. 4.22 — Modéle dynamique direct du bogie BA2000 : Schéma préliminaire
d’exécution paralléle
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o les tailles des taches sont relativement inégales,

e le nombre de transfert entre les taches est trés élevé.

Ces deux observations indiquent que la distribution a priori des séquences
d’équations ne permet pas d’obtenir directement des schémas paralléles trés
intéressant.

Il reste encore & réduire le nombre de transferts de données et & égaliser les
taches.

4.3.5 Réduction du nombre de transferts

Regroupement des tranferts Lorsque les séquences d’équations sont or-
donnancées, il est possible de réduire le nombre de transferts entre les taches
en les regroupant. Le nombre de données transférées n’est pas réduit, mais
des données qui était échangées entre deux taches en plusieurs transferts sont
rassemblées et transférées en une seule fois.

Origine Commune Le premier type de regroupements consiste a trou-
ver une série de transferts partant d’une méme séquence et & destination de
séquences appartenant & une méme tache. On peut alors rassembler toutes les
données et les envoyer toutes ensemble par le premier transfert de la série. Cette
situation est illustrée sur la figure 4.23.

Al A2 Al A2
\ 1
B1 B2 B1 B2
—
C1 C2 C1 C2
D1 D2 D1 D2

FiG. 4.23 — Regroupement des transferts de méme origine

Destination Commune Le second type de regroupement consiste & trou-
ver une série de transferts provenant de différentes séquences d’'une méme tache
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et arrivant tous a la méme séquence. On peut alors rassembler toutes les don-
nées et les envoyer toutes ensemble par le dernier transfert de la série. Cette
situation est illustrée sur la figure 4.24.

Al A2 Al A2
B1 B2 B1 B2
—

C1 C2 C1 C2

3 \3
D1 D2 D1 D2

F1G. 4.24 — Regroupement des transferts de méme destination

Al A2 Al A2
B1 B2 B1 B2
N
—
C1 C2 C1 C2
D1 D2 D1 D2

Fia. 4.25 — Regroupement des transferts temporellement incohérents

Incohérence temporelle Un dernier cas intéressant est celui des trans-
ferts pouvant conduire & une incohérence temporelle. Il s’agit de transferts
provenant de séquences différentes appartenant & une méme tache et destinés
4 deux séquences différentes d’'une méme tache, qui est différente de la tache
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d’origine. On les appelle transferts temporellement incohérents lorsque 'ordre
des destinations est l'inverse de celui des origines. En se référant a la figure
4.25 qui illustre cette situation, on peut remarquer que les deux transferts se
croisent dans le temps et que le premier transfert, A1 — D2 est initié¢ avant le
second B1 — C2, alors que le second doit étre terminé avant le premier. Cette
situation peut causer un blocage lors de I’exécution si on utilise des fonctions de
communication qui attendent une confirmation de réception avant de se termi-
ner. La solution est simple et consiste a regrouper les deux transferts pour éviter
ce genre de probléme & 'exécution. Il est toutefois utile de savoir que cette si-
tuation n’est pas une erreur et que I'utilisation de fonctions de communication
non blocantes ne nécessite pas de regrouper ces transferts.

Remarques L’intérét de ces regroupements est discutable. D’une part la
réduction du nombre de transferts va entrainer une réduction du nombre d’ap-
pels & des instructions de communications entre les taches et donc un gain en
temps d’exécution. D’autre part les regroupements éliminent systématiquement
des transferts non critiques pour charger le seul transfert éventuellement cri-
tique de la série, ce qui peut augmenter le temps d’une communication critique
et ainsi le temps d’exécution.

En pratique, ce sont les caractéristiques de ’architecture paralléle qui dicte-
ront si ces procédures de réduction du nombre de transferts sont intéressantes
ou non. L’utilisateur aura donc le choix de 'appliquer ou non.

De plus ces regroupements ne diminuent pas le nombre critique de transferts.

Résultats sur BA2000 Aprés I'application de ces procédures de re-
groupement des transferts, le schéma d’exécution paralléle de notre systéme
BA2000, devient tel qu’illustré sur la figure 4.26

Les nombres de transferts entrants et sortant restant dans chaque tache sont
donnés dans la table 4.5. On peut également constater les taux de diminution
des nombres de transferts pour chaque tache aprés application de la méthode.

| numérodetache | 0 | 1 | 2 [ 3 [ 4 |
transferts sortants 8 14 5 4 3
transferts entrants 10 7 3 7 7

taux de diminution | 34% | 37.5% | 61.5 % | 39 % | 38%

TAB. 4.5 — Caractéristiques des taches BA2000/5P

Les nombres de transferts entre taches sont repris dans la table 4.6. On
constate que les nombres des transferts internes aux taches ne sont pas modifiés
par la procédure.
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Fi1G. 4.26 — Modéle dynamique direct du bogie BA2000 : Schéma d’exécution
paralléle aprés réduction du nombre de transferts
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0 I [ 2] 3 [ 4
025 ] 2 | 1] 2 3
11 3 [(9] 2] 5 1
2 2 3 [ (M| o 0
31 2 2 | 0 | (19| 0
i 3 0 | 0] 0 | (19

TAB. 4.6 — Nombres de transferts entre taches BA2000/5P aprés regroupements

Reéplication d’équations Une autre procédure de réduction du nombre de
transfert consiste & dupliquer certaines séquences d’équations de telle sorte
qu’une tache qui a besoin de valeurs calculées par une autre tache les recalcule
elle méme plutdt que d’attendre de les recevoir. Cette procédure peut s’avérer
avantageuse lorsque les calculs prennent moins de temps que le transfert de leur
résultats. Toutefois, cette procédure n’a pas encore été implémentée au moment
de la rédaction de ce texte.

4.3.6 Regroupement des prototypes de taches

Les régles élaborées sur base des considérations topologiques et de la struc-
ture de la Jacobienne pour le regroupement a priori des équations, ne pro-
duisent pas nécessairement des taches prototypes de poids équivalents. Nous
proposons d’examiner la taille de la tache la plus petite et de 'associer avec
une autre tache si sa taille est inférieure & une fraction k de la taille moyenne
des taches.

La valeur de la fraction k de la moyenne qui sert de seuil de décision &
I’élimination d’une tache doit étre choisie avec précaution. Une valeur trop
proche de 'unité provoquerait ’élimination quasi systématique de la plus petite
tache et ceci jusqu’a ce que toutes les taches aient une taille égale 4 la moyenne
ou bien jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’une seule tache. Nous utilisons la valeur
de 0.5 choisie de facon empirique.

Lorsqu’une tache a une taille trop petite, plusieurs possibilités de regroupe-
ment peuvent étre envisagées. Nous en considérons deux :

1. regroupement avec la tache avec laquelle elle communique le plus,
2. regroupement avec la seconde plus petite téche.

Le choix d’intégrer les équations de la plus petite tache dans la tache avec
laquelle elle échange le plus de donnée est motivée par un objectif de réduction
du nombre de transferts. Ce critére de choix un peu particulier trouve une jus-
tification dans le fait que un nombre important de transfert entre deux taches
exprime une forte interdépendance et donc probablement aussi un faible paral-
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lélisme entre elles. Toutefois ce type de regroupement ne conduit généralement
pas a I’égalisation des tailles des taches, mais souvent au contraire.

Le choix de regrouper la plus petite tache avec la seconde plus petite est
naturellement plus pertinent en terme d’équilibrage des taches. Elle ne peut
conduire également qu’a une diminution du nombre de transferts mais généra-
lement pas aussi importante.

Résultats Dans le cas du systéme BA2000, on remarque que la tache 2 est
la plus petite et a une taille de 118 ce qui est 12.8 fois plus petit que la taille
moyenne qui vaut 1517. Cette tache 2 correspond a la branche 2 de la figure 4.16.
Cette branche 2 est une branche fille de la branche 1 qui appartient précisément
a la tache 1, avec laquelle la tache 2 est la plus fortement connectée du point
de vue des transferts de données comme on peut le voir en examinant la table
4.6 qui contient les nombres de transferts entre taches.

Apreés ce regroupement, la taille moyenne des taches devient 1897, soit moins
de 2x la taille de chacune d’entre elles et donc aucun autre regroupement n’aura
lieu sur base du critére de taille.

Regroupement 1 Nous observons ici le résultat du regroupement de la
tache 2 avec la tache 1.

Les caractéristiques des quatre taches restantes sont données par la table
4.7.

| numérodetache | 0 [ 1 [ 2 | 3 |
nombre d’opérations | 2517 | 2717 | 982 | 1373
transferts sortants 7 12 4 3
transferts entrants 8 4 7 7

TaB. 4.7 — Caractéristiques des taches BA2000/4P avec regroupement des
transferts

La table 4.8 reprend quant a elle les nombres de transferts entre les quatre
taches.

La longueur critique du schéma d’exécution paralléle sur quatre taches est
maintenant de 3776, soit une augmentation quasiment égale au nombre d’opé-
rations de la tache éliminée.

Le nombre critique de transferts est quant a lui descendu 4 4.

Le schéma d’exécution en quatre taches est illustré sur la figure 4.27

Regroupement 2 Nous observons ici le résultat du regroupement de la
tache 2 avec la tache 3 qui est la seconde plus petite avec 918 opérations.
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0 1 2 | 3
0] (25) | 2 2 | 3
1] 3 [(7) | 5 | 4
2| 2 2 [ (19) | 0
30 3 [ 0 | 0 |(19)

TAB. 4.8 — Nombres de transferts entre taches BA2000/4P avec regroupement
des transferts

Les caractéristiques des quatre taches restantes sont données par la table
4.9. On constate que les tailles des taches sont plus semblables que lors du
regroupement de type 1. Les nombres de transferts ne sont ici que légérement
plus nombreux : deux transferts pour chacune des taches 1 et 2.

| numérodetache [ 0 [ 1 [ 2 [ 3 |
nombre d’opérations | 2517 | 2599 | 1100 | 1373
transferts sortants 7 14 7 3
transferts entrants 8 7 9 7

TaB. 4.9 — Caractéristiques des taches BA2000/4P avec regroupement des
transferts

La table 4.10 reprend quant a elle les nombres de transferts entre les quatre
taches.

0 1 2 3
0] (25) | 2 2 3
1] 3 [(39) ] 7 | 4
2 2 5 | (26) | 0
3] 3 0 0 | (19)

TAB. 4.10 — Nombres de transferts entre tiches BA2000/4P aprés regroupement
des transferts

La longueur critique du schéma d’exécution paralléle sur quatre taches a
gardé la méme valeur 3684, qui est inférieure a celle obtenue dans ce cas-ci par
le regroupement de type 1.

Le nombre critique de transferts a lui aussi gardé la méme valeur de 8 :
on sait que le regroupement de type 2 ne vise pas explicitement & réduire le
nombre des transferts.
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Le schéma d’exécution en quatre taches est illustré sur la figure 4.28. On
constate que le nombre de lignes de cette représentation de la grille d’exécution
est inférieur au nombre de lignes de la grille représentée sur la figure 4.27. Toute-
fois, ceci n’est qu’une conséquence de la présence de séquences ayant les mémes
codes d’identification partiels dans les deux prototypes de taches regroupés.
Seuls les nombres d’opérations de chaque séquence, la longueur critique ainsi
que le nombre de transferts sont pertinents pour ’appréciation de la longueur
d’un schéma d’exécution, et pas le nombre d’étapes ou de lignes de la grille.

Remarques En pratique il arrivera souvent que le nombre de taches soit
dicté par l'utilisateur en fonction du nombre de processeur disponibles sur son
ordinateur. Dans ce cas, si le nombre de taches est supérieur au nombre de pro-
cesseurs disponibles, on peut poursuivre les regroupements selon 'un des deux
critéres jusqu’a ce que le nombre de taches soit égal au nombre de processeurs.

Toutefois, on peut penser que la méthode de regroupement a priori n’est
peut étre pas la plus adaptée & la situation ou le nombre de taches est imposé.
Nous avons envisagé une seconde méthode de création de tache qui ne se base
plus sur un principe de regroupement a priori des équations. Cette méthode
est présentée ci-apreés.
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FiG. 4.28 — Modéle dynamique direct du bogie BA2000 : Schéma d’exécution
paralléle en quatre taches, aprés regroupement de type 2
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4.3.7 Création de taches par ordonnancement direct

Une méthode alternative de création de taches par ordonnancement direct
a été testée afin de comparer les résultats obtenus lorsque le nombre de taches
est imposé. En effet, on ne désire pas toujours exécuter le plus grand nombre
de taches possible par exemple lorsque le nombre de processeurs est inférieur
au nombre de taches paralléles détectées a priori.

Par ordonnancement direct nous exprimons le fait que nous n’effectuons
pas les différents regroupements de branches et de blocs proposés ci-dessus.
Les équations sont marquées et regroupées dans une structure hiérarchique
selon leur code d’identification, comme précédemment, mais la valeur du champ
indiquant la tache a priori est ignorée par la méthode d’ordonnancement qui
les distribue directement entre n processeurs.

Les séquences d’équations, les noeuds de niveau trois dans la structure hié-
rarchique, sont ordonnancées comme s’il s’agissait de macro opérations. La pro-
cédure est similaire & celle employée pour la vectorisation. La liste des séquences
est triée par ordre croissant d’indice alap et asap, et celles-ci sont distribuées
selon cet ordre dans une grille d’exécution. Le tri de la liste assure que les pa-
rents d’une séquence sont toujours ordonnancés avant elle. Chaque ligne de la
grille correspond & une étape d’exécution et chaque colonne correspond & une
tache ou un processeur.

Pour chaque séquence, on détermine que 'étape a laquelle elle peut étre
exécutée au plus tot est I'étape suivant directement ’étape la plus tardive a
laquelle un de ses parents a été programmé. On détermine également une tache
préférentielle dans laquelle se situent le plus grand nombre de ses parents afin
d’essayer d’y placer cette séquence et ainsi limiter le nombre de transfert entre
taches. Si la case de la grille d’exécution correspondant & cette étape et a cette
tache est vide, on y place la séquence & exécuter. Si cette case n’est pas libre on
en cherche une autre sur la ligne correspondant & ’étape déterminée. Si toutes
les cases de la grille sont réservées, on répéte la recherche & la ligne suivante,
et ainsi de suite jusqu’a trouver une case disponible.

Lorsque toutes les séquences sont distribuées dans la grille, on procéde a
I’évaluation de la longueur critique du schéma obtenu ainsi qu’au nombre cri-
tique de transferts, et on établit une matrice de communication entre tache.

Résultats Les résultats obtenus avec cette méthode d’ordonnancement libre
montrent qu’elle peut fournir des schémas d’exécution ayant une longueur cri-
tique plus faible, pour un méme nombre de taches, que celle des schémas obtenus
par la méthode d’affectation a priori et les regroupements de taches. Toutefois,
le nombre de transferts entre taches est systématiquement inférieur en utilisant
la méthode a priori et des regroupements de type 1 ou 2.

Nous proposons d’observer les résultats obtenus pour le systéme BA2000.
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Meéthode a priori La méthode de regroupement a priori permet d’obtenir
cing prototypes de taches dont les caractéristiques sont reprises dans la table
4.5.

Les résultats des regroupements de type 1 ou 2 ont été présentés plus haut
dans les tables 4.7 et 4.9.

Les regroupements successifs permettent de réduire le nombre de taches a
trois. Leurs caractéristiques sont reprises sur la table 4.11. Le nombre critique
d’operations est 4601 et le nombre critique de transferts est de 6.

numéro de tache 0 1 2
prototypes de taches 0 1 2,34
nombre d’opérations | 2517 | 2599 | 2473

transferts sortants 5 13 8
transferts entrants 6 7 13

TAB. 4.11 — Caractéristiques des 3 taches BA2000 obtenues par regroupement

Il est également possibles d’effectuer d’autres regroupements si on désire ne
générer que deux téaches. Leurs caractéristiques sont reprises sur la table 4.12.
Dans ce cas, les regroupements des prototypes de taches correspondent a un
choix de T'utilisateur. Le nombre critique d’opérations est 4704 et le nombre
critique de transferts est de 2.

numéro de tache 0 1
prototypes de taches | 0,4 | 1,2,3
nombre d’opérations | 3890 | 3699

transferts sortants 2 7
transferts entrants 7 2

TAB. 4.12 — Caractéristiques des 2 taches BA2000 obtenues par regroupement

Meéthode directe Nous proposons ici les résultats obtenus en utilisant
la méthode d’ordonnancement direct sur 4, 3, et 2 processeurs. Les nombres
critiques d’opérations et de transferts sont systématiquement supérieurs a ceux
obtenus en utilisant la méthode a priori. C’est également le cas pour le nombre
total de transferts. Les nombres d’opérations de chaque taches n’ont pas été
calculés dans le cas de 'ordonnancement direct.

Pour quatre processeurs, le nombre critique d’opérations est 4548 et le
nombre critique de transferts est de 11.

Pour trois processeurs, le nombre critique d’opérations est 4666 et le nombre
critique de transferts est de 11.
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] numéro de tache \ 0 \ 1 \ 2 \ 3 ‘
nombre d’opérations | - - - -
transferts sortants 14 | 14 | 12 | 13
transferts entrants 10 | 12 | 15 | 16

TAB. 4.13 — Caractéristiques des 4 taches BA2000 obtenues par ordonnance-
ment direct

] numéro de tache \ 0 \ 1 \ 2 ‘
nombre d’opérations | - - -
transferts sortants 17 1 16 | 15
transferts entrants 15| 18 | 15

TaB. 4.14 — Caractéristiques des 3 taches BA2000 obtenues par ordonnance-
ment direct

Pour deux processeurs, le nombre critique d’opérations est 5487 et le nombre
critique de transferts est de 7.

‘ numéro de tache ‘ 0 ‘ 1 ‘

nombre d’opérations | - -
transferts sortants 16 | 12
transferts entrants 12 | 16

TAB. 4.15 — Caractéristiques des 2 taches BA2000 obtenues par ordonnance-
ment direct

4.4 TImplémentation du code paralléle

4.4.1 Introduction

L’exploitation des capacités de calcul paralléle d’un ordinateur requiert 1’uti-
lisation d’un paradigme de programmation adéquat. Un programme destiné a
une exécution en paralléle contient des directives de compilation, des instruc-
tions ou des appels a des fonctions dont le réle est d’'une part la distribution
des taches aux différents processeurs et d’autre part la communication ou la
synchronisation entre les différentes taches.

Différents paradigmes existent et sont utilisables dans différents langages
tels que FORTRAN, C ou C++. Les deux principaux standards sont OpenMP
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[119, 120] et MPT [121, 122].

Le standard OpenMP est destiné & la programmation des ordinateurs pa-
ralléles & mémoire partagée. 1l définit un ensemble de directives de compilation
et une librairie de fonctions de synchronisation. Un avantage de ce standard est
qu’il permet d’écrire des programmes paralléles dont la structure est semblable
& celle d’un programme destiné & une exécution séquentielle sur un ordinateur
mono processeur. Un programme paralléle qui utilise OpenMP peut étre écrit
de maniére & pouvoir étre compilé en ignorant les directives OpenMP et étre
aingi portable sur tout systéme de calcul, paralléle ou non.

En pratique, le probléme se pose plus généralement dans 'autre sens : il
s’agit de transformer un programme séquentiel pour exploiter les capacités de
calcul paralléle d’un ordinateur multi processeurs. OpenMP est alors un para-
digme qui permet d’effectuer cette transformation, progressivement, sans né-
cessiter de récrire tout le code, si on dispose d’un systéme & mémoire partagée.
Toutefois, la compilation d’un programme qui utilise des directives OpenMP
nécessite 'utilisation d’un compilateur spécifique qui reconnait ces directives
et les traduit de facon & produire 'effet désiré.

Le standard MPI® est quant & lui utilisable sur tout type d’ordinateur paral-
léle, & mémoire partagée ou distribuée. 1l est donc plus général que OpenMP. 11
définit un ensemble de fonctions de communication et de synchronisation entre
des taches qui s’exécutent sur des processeurs ou des ordinateurs différents re-
liés en réseau. Le prix de la portabilité sur tout type d’ordinateur paralléle
est I'utilisation d’un environnement d’exécution spécifique qui se charge de la
distribution du programme sur les différents processeurs et permet les interac-
tions entre les différentes taches. L’utilisation de ce standard conduit parfois
& une structure de programme qui n’est plus compatible avec une compilation
classique en vue d’une exécution séquentielle. Ceci n’empéche toutefois pas
I’exécution sur une machine mono processeur, mais nécessite toujours 1'utili-
sation de 'environnement d’exécution MPI. Toutefois, un programme écrit en
utilisant le paradigme MPI peut étre compilé avec n’importe quel compilateur,
ce qui est un argument décisif en ce qui concerne notre choix.

Les ordinateurs paralléles & mémoire partagée contiennent souvent un plus
petit nombre de processeurs que les ordinateurs & mémoires distribuées tels
que les ordinateurs paralléles en grappe!®. On trouve trés facilement des ordi-
nateurs & mémoire partagée contenant deux ou quatre processeurs et pour un
prix seulement légérement supérieur & leur version mono-processeur. Toutefois,
leur prix augmente plus que linéairement en fonction du nombre de processeurs
ce qui les rend alors bien plus cher que les ordinateurs paralléles en grappe,
composés de plusieurs noeuds mono, bi ou méme quadri-processeurs. Les ordi-
nateurs paralléles en grappe sont donc bien plus répandus lorsqu’on considére

8SMP : Shared Memory Programming
9Message Passing Interface
10Cluster



280 CHAPITRE 4. DECOUPAGE AUTOMATIQUE DES MODELES

un nombre plus important de processeurs, ce qui semble étre une évidence en
matiére de calcul paralléle.

En ce qui concerne la parallélisation des modéles de systémes multicorps
classiques, on remarque en pratique que le nombre de taches générées et donc
de processeurs réellement exploités est bien souvent inférieur a dix et généra-
lement plus proche de quatre pour des systémes de taille moyenne ou petite.
Les systémes ferroviaires tels qu’un train composé d’une dizaine de wagons et
d’autant de bogies ou les systémes moléculaires sont des cas particuliers parmi
les systémes multicorps, en ce qui concerne le nombre de taches obtenues. Dans
la majorité des cas, les modéles paralléles produits ne nécessitent pas un grand
nombre de processeurs et peuvent donc étre exécutés sur de petits ordinateurs
A mémoire partagée tels que de petites stations de travail multiprocesseurs.

Dans cette optique, le choix du standard OpenMP semble tout aussi in-
téressant. Nous envisageons d’ailleurs de proposer des modéles paralléles qui
utilisent ce standard, mais au moment de la rédaction de ce texte, seuls des
modéles paralléles qui utilisent le paradigme MPI ont été générés et validés.

4.4.2 Implémentation avec MPI

Pour les modéles paralléles basés sur le paradigme MPI, nous avons choisi
une structure d’implémentation assez simple qui n’est toutefois plus compatible
avec une exécution séquentielle. Suite a la distribution des séquences d’équa-
tions dans une grille d’exécution, dont chaque colonne correspond & une tache,
nous produisons une fonction pour chaque tache. Ces fonctions sont appelées
par la fonction principale du modéle selon le processeur sur lequel se déroule
I’exécution.

Une caractéristique importante de l'utilisation du paradigme MPT est que
le méme programme est exécuté sur chaque processeur. Afin de différencier le
travail effectué par chaque processeur, il est donc nécessaire que le programme
tienne compte du numéro du processeur sur lequel il est exécuté afin d’effectuer
le travail destiné & ce processeur. Le numéro de processeur process_Id peut
étre obtenu en faisant appel une seule fois dans le programme principal 4 la
fonction MPI_Comm_rank.

Les quelques lignes de code de la figure 4.29 correspondent a la fonction
principale accelredP qui implémente un modéle dynamique direct. En plus
des paramétres habituels, le numéro du processeur process_Id est passé en
argument de maniére & exécuter la tache prévue sur chaque processeur. On
peut noter la présence de I’appel & la fonction de communication MPI_Bcast
qui permet de distribuer les valeurs des coordonnées articulaires q et de leurs
dérivées premiéres ¢ 4 toutes les taches au début de chaque exécution du modéle.

En ce qui concerne les fonctions Task_0, Task_1, etc. qui contiennent le tra-
vail & effectuer par chacune des taches, leur structure est similaire 4 la structure
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int accelredP({paramétres},int process_Id)
int iter;

MPI_Bcast(q, nbody +1, MPI_DOUBLE, O, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Bcast(qd, nbody +1, MPI_DOUBLE, O, MPI_COMM_WORLD);

switch(process_Id)
{
case O:
iter=Task_O({paramétres}, process_Id);
break;
case 1:
iter=Task_1({paramétres}, process_Id);
break;
default:
break;

}

return iter;

FiG. 4.29 — Fonction principale d’'un modéle dynamique direct paralléle

des modéle séquentiels, & ceci prés que des appels aux fonctions de communi-
cation point & point MPI_Send et MPI_Recv sont placés automatiquement par
ROBOTRAN entre les séquences d’équations pour effectuer les transferts de
données entre téches.

Cette structure n’est pas imposée par MPI; le regroupement des séquences &
exécuter par chaque processeur dans des fonctions est un choix qui permet d’im-
plémenter facilement et simplement le travail & effectuer par chaque processeur.
Il serait également possible d’insérer des tests en plus des instructions de com-
munication avant chaque séquence d’équations dans la structure séquentielle.
Cette fagon de procéder pourrait permettre ’élaboration de modéles paralléles
pouvant étre exécutés sur un nombre de processeurs qui ne devrait pas étre fixé
a priori lors de la génération. Toutefois, nous n’avons pas évalué les avantages
ou inconvénients de cette seconde approche plus complexe.

Remarques Le code des modéles paralléles est généré de facon totalement
automatique. La fonction accelredP qui implémente un modéle paralléle peut
étre directement insérée dans un programme de simulation écrit pour MPI,
lequel peut étre compilé et exécuté sans nécessiter d’autre intervention de 1'uti-
lisateur.

Toutefois, I’objectif poursuivi jusqu’a présent au travers de 'implémentation
des modéles en utilisant MPI est essentiellement la validation de la méthode
de découpage et de la génération du code paralléle. Il n’a pas encore vraiment
été question de chercher & générer un code paralléle optimal. Ceci pourra faire
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I'objet de développements ultérieurs visant & maximiser les performances d’exé-
cution des modéles paralléles en utilisant éventuellement d’autres fonctions de
communications ou méme d’autres paradigmes de programmation paralléle.

4.5 Reésultats de simulation sur ordinateur pa-
ralléle

Afin d’analyser 'intérét pratique de nos développements en terme de gain en
temps calcul pour la simulation de systémes multicorps, nous avons procédé a
quelques mesures de temps d’exécution comparées entre des modéles séquentiels
et des modéles parallélisés, tous générés par ROBOTRAN.

4.5.1 Systéme et simulation

Nous avons choisi d’évaluer 'intérét de la parallélisation du modéle dyna-
mique direct d’une Audi A6 qui est un véhicule dont la structure des suspensions
est assez complexe.

Ce systéme a déja été présenté dans la section 2.8 et a été choisi pour sa
structure arborescente présentant un parallélisme topologique important afin
de se placer dans des conditions favorables en ce qui concerne la quantité de
calculs & effectuer par chacune des taches obtenues.

La parallélisation du modéle dynamique direct a été réalisée automatique-
ment par ROBOTRAN en utilisant la méthode de découpage a priori. Les taches
ont été constituée en effectuant des regroupements de type 2, c’est-a-dire en
regroupant deux & deux les prototypes de taches qui ont les plus petites tailles.

Le modéle A6 Le modéle A6 est destiné & la simulation d’un véhicule de
type Audi A6. Ce véhicule posséde des suspensions dont la structure, illustrée
sur la figure 4.30, rappelle celle des suspensions & double triangle. Toutefois
ici les triangles inférieurs et supérieurs sont constitués de deux barres séparées.
Ainsi, chaque porteur de roue est relié au chassis par quatre barres de suspension
et une barre de direction pour ’avant ou une barre de maintien d’orientation
pour larriére.

On notera que les axes des articulations des barres de suspensions ne sont
pas alignés les uns avec les autres. Le nombre de corps du modéle ROBOTRAN
s’éleve & 84, dont prés de cinquante sont fictifs, c’est-d-dire, sans influence
dynamique (masse et dimensions nulles). Ceux-ci servent & modéliser les arti-
culations & plusieurs degrés de liberté ou a introduire des repéres intermédiaires
pour D'orientation des axes de certaines articulations, selon les conventions de
modélisation de ROBOTRAN. Il y a donc également 84 coordonnées articulaires
dans le modéle.

En pratique, pour la simulation effectuée,
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suspension rods

bushings

anti-roll bar

damper

wheel carrier ¢
chassis
tie-rod

suspension rods

Fi1a. 4.30 — Structure de la suspension de I’Audi A6

e 29 de ces coordonnées ont des valeurs constantes,

e la cinématique de 6 coordonnées est imposée, & savoir le déplacement
longitudinal absolu du chéssis, les angles de rotation de quatre roues ainsi
que ’angle du volant,

e 40 coordonnées sont dépendantes vu la structure bouclée des suspensions ;
leurs valeurs résultent de la résolution de 40 équations de contraintes
cinématiques provenant des coupures de ces boucles,

e 9 coordonnées sont libres : il s’agit des coordonnées qui correspondent
aux cing degrés de liberté du chéssis et aux débattements des quatre sus-
pensions. Leur dérivées premiéres et secondes constituent les 18 variables
d’état du systéme.

Les dispositifs ressorts et amortisseurs sont modélisés par des lois de com-
portement linéaire et le modeéle de contact roue/sol est un modéle purement
latéral qui fournit les forces appliquées sur chaque roue en évaluant des fonc-
tions résultant de ’approximation de mesures expérimentales.

La complexité de la structure de ce véhicule le situe parmi les gros systémes
modélisés par des corps rigides, juste en dessous des véhicules ferroviaires com-
plexes et des trains.

Le nombre d’opérations arithmétiques en virgule flottante nécessaire & I’éva-
luation de la formulation réduite du modéle dynamique direct s’éléve & prés de
35000, plus quatre évaluations du modéle de contact des roues avec le sol.

Néanmoins, nous sommes bien loin des nombres d’opérations rencontrés
dans d’autres disciplines de la mécanique telles que 'analyse de structure ou la
mécanique des fluides, pour lesquelles le recours au calcul paralléle est habituel.

La manoeuvre simulée consiste en un double changement de bande, similaire
a une manoeuvre de dépassement. Nous utilisons une méthode d’intégration
numérique de type Runge-Kutta d’ordre 4 avec un pas de temps de 1 milli
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seconde. Le temps simulé est de 20 secondes, ce qui implique 80000 évaluations
du modeéle.

Deux modéles paralléles sont générés, pour 2 et pour 4 processeurs. Sur base
des nombres critiques d’opérations déterminés par ROBOTRAN, les facteurs de
réduction de temps de calcul attendus sont respectivement de 1.9 et de 3.5, en
négligeant les délais de communications.

4.5.2 Ordinateurs paralléles

Les mesures de temps de simulation que nous présentons ont été prises sur
différents ordinateurs paralléles disponibles en 2004 au centre de Calcul Inten-
sif de L’UCL, a Louvain-la-Neuve. Tous ces ordinateurs ont une architecture
symétrique multiprocesseurs & mémoire partagée ce qui est I’architecture idéale
pour limiter le cott de communication entre les taches.

e PICCARD est un serveur HP S-Class muni de 16 processeurs PA-Risc8000
cadencés & 180MHz. La bande passante de communication entre les pro-
cesseurs et la mémoire centrale est de 1.9 GB/s. C’est une machine qui
date d’une dizaine d’années.

o CHPIT est un serveur HP Integrity RX4640 muni de 4 processeurs Ita-
nium?2 cadencés & 1.5 GHz. La bande passante du bus d’accés &4 la mémoire
centrale est de 12.8 GB/s. Cette machine a moins d’un an.

4.5.3 Mesures de temps de simulation

Pour chaque test effectué, nous consignons dans une table nos observations
qui se déclinent en plusieurs considérations :

nombre de tdches : nombre de processus qui sont créés et nombre de pro-
cesseurs utilisés, pour le calcul de la simulation,

accélération prévue : le rapport entre le nombre total d’opérations du mo-
déle et le nombre critique d’opérations du schéma de calcul paralléle,

temps calcul : mesuré "montre en main", ¢’est-a-dire, le nombre de secondes
nécessaires au calcul de la simulation,

accélération réelle : le rapport entre le temps calcul séquentiel sur un seul
processeur et le temps calcul en paralléle sur n processeurs,

surcodt : différence entre l’accélération prévue et l'accélération réelle rap-
portée a l'accélération réelle,

efficacité paralléle : le rapport entre ['accélération réelle et le nombre de
processeurs. Il s’agit d’un critére d’évaluation assez sévére qui correspond
au rendement global du calcul d’'un modéle parallélisé.

A6 sur PICCARD La table 4.16 reprend les observations relatives aux
simulations du modéle A6 en utilisant 1, 2 ou 4 processeurs de 'ordinateur
Piccard.
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—

nombre de taches 2 4
accélération prévue 1.9 3.5
temps calcul [sec] 98 | 60 46

—

réduction relative 0 | 38% | 53%
accélération réelle 1 1.6 2.2
surcott 0 | 19% | 59%
efficacité paralléle 1 | 80% | 55%

TaAB. 4.16 — Simulation du modéle A6 sur PICCARD

Bien que les résultats obtenus sur deux processeurs sont assez bons, on
constate que malgré une efficacité paralléle attendue de preés de 90%, la réduc-
tion de temps calcul obtenue sur 4 processeurs n’est pas aussi importante. Le
surcoit des communications par rapport & une situation idéale est assez élevé,
59% de telle sorte que le rendement global du calcul du modéle en paralléle est
assez faible : 55%.

nombre de taches 1 2 4

accélération prévue 1 1.9 3.5
temps calcul [sec] 169 | 9.7 | 5.9
réduction relative 0 | 43% | 65%
accélération réelle 1 1.7 2.9
surcofit 0 | 12% | 20%
efficacité paralléle 1 | 8% | 72%

TAB. 4.17 — Simulation du modéle A6 sur CHPIT

A6 sur CHPIT On remarque que les résultats sont assez bons. On obtient
une meilleure efficacité paralléle sur cette machine récente que sur une machine
d’une dizaine d’année. Cela s’explique par une plus grande capacité de trans-
fert de données entre les processeurs et la mémoire centrale, ce qui réduit les
temps de communication entre les taches. La dégradation est également moins
marquée entre I'utilisation de 2 et de 4 processeurs. On obtient cette fois une
efficacité paralléle de 72% sur quatre processeurs.

Remarque Dans [64], le découpage manuel d’un modéle de Jeep Iltis avait
permis d’obtenir des accélérations réelles de 1.9 et 3.4 en utilisant respective-
ment 2 et 4 processeurs d’un ordinateur équivalent & Piccard. Bien que la voiture
Audi A6 soit plus complexe que la Jeep Iltis, nous n’obtenons pas d’aussi bons
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résultats. C’est essentiellement du & 'importante réduction de la taille des mo-
déles que nous générons actuellement de maniére complétement symbolique. En
effet, notre approche réduit fortement le nombre total d’opérations & effectuer
par rapport a 'approche mixte symbolique/numérique utilisée dans [64], ce qui
joue en défaveur du cott relatif des communications par rapport au poids des
taches, et par conséquent de efficacité paralléle.

En revanche, les résultats que nous obtenons ici sont nettement meilleurs
que ceux présentés dans [11] ot une méthode de modélisation adaptée au cal-
cul paralléle avait été utilisée pour simuler une Jeep Iltis. Nous obtenons des
réductions de temps de calcul deux fois plus importantes.

4.6 Conclusions

Apreés avoir analysé le parallélisme présent dans les modéles dynamiques,
nous avons élaboré une méthode de segmentation des modéles. Cette méthode
repose sur une analyse de la topologie du systéme et de la structure algébrique
de la matrice Jacobienne des contraintes, et sur le marquage des équations
par un code d’identification. Aprés leur génération, les équations sont alors
regroupées en fonction de leur code d’identification pour former des prototypes
de taches. Ces prototypes de taches sont regroupés a leur tour afin d’obtenir
un nombre de taches équilibrées qui correspond au nombre maximum fixé par
Putilisateur.

Cette méthode de regroupement a priori a été comparée avec une méthode
d’ordonnancement direct, similaire & celle utilisée pour la vectorisation. Les
modéles paralléles obtenus en utilisant la méthode de regroupement a priori
nécessitent moins de communications entre taches pour un taux de parallélisa-
tion équivalent, ce qui démontre I'intérét d’effectuer la procédure de regroupe-
ment a priori pour la constitution des taches plutét que d’utiliser une procédure
d’ordonnancement direct.

Malgré des taux de parallélisation voisins de 90% et un petit nombre de
communications, l'efficacité du calcul de nos modéles dynamiques directs ré-
duits sur des ordinateurs paralléles classiques n’est pas excellente. Ce paradoxe
s’explique par leur génération symbolique qui a pour conséquence de réduire
trés fortement le nombre d’opérations 4 effectuer lors de leur évaluation. Mal-
gré une forte minimisation du nombre de communications entre taches, celles-ci
ont des tailles relativement petites, ce qui a un effet défavorable sur le rapport
du temps calcul au temps de communication, lequel a un effet direct sur le
rendement du calcul en paralléle. Il est certainement plus facile d’obtenir de
meilleurs résultats en terme d’efficacité paralléle en partant de modéles moins
efficaces au départ, comme c’est le cas dans [64].

Il s’avére donc relativement difficile de réduire encore efficacement, par le
recours au calcul paralléle classique, le temps calcul des modéles symboliques de
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systémes classiques composés de seulement quelques dizaines de corps rigides.

Cette tentative de diminuer encore les temps de simulations est toutefois
loin d’étre un échec dans la mesure ot :

o les temps de calcul ont tout de méme pu étre réduit de fagon significative :

-656% sur 4 processeurs,

e la méthode proposée apporte une solution complémentaire intéressante au
probléme de la distribution des modéles complexes sur des architectures
paralléles & grains fins,

e la procédure de découpage par I’approche symbolique permet d’obtenir
des modéles paralléles de facon automatique pour une large gamme de
systémes multicorps.

Finalement, des modéles de systémes plus complexes, composés de corps
flexibles ou encore de taille bien plus grande tels que des trains entiers, auraient
probablement une taille suffisante pour justifier le recours au calcul sur ordi-
nateurs paralléles afin de pouvoir les simuler en temps réel avec une meilleure
efficaciteé.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté diverses techniques que nous avons im-
plémentées dans le logiciel de génération symbolique ROBOTRAN afin d’obtenir
des modéles portables et performants pour I’analyse des systémes multicorps.

1. Synthése

Systémes arborescents

Nous avons montré dans le chapitre 1 que, grace a ’ajout de quelques fonc-
tionnalités aux librairies symboliques de ROBOTRAN, nous avons pu produire
des modéles symboliques complets pour systémes arborescents.

D’une part, ’ajout des fonctions & plusieurs arguments dans la liste des
expressions symboliques reconnues par ROBOTRAN permet de générer des mo-
déles symboliques dans lesquels le chainage des équations récursives n’est pas
interrompu par 'utilisation d’appel & des fonctions externes au sein du modéle.
Celles-ci sont quasiment indispensables lorsque le systéme est en interaction
avec son environnement ou lorsque qu’il est soumis & des efforts provenant de
la présence d’éléments actifs ou passifs dans sa structure. Elle permettent d’uti-
liser des modéles externes qui implémentent le calcul des forces d’interaction.

Ces fonctions externes sont également un moyen simple et efficace pour
connecter correctement le modéle mécanique du systéme multicorps avec des
modéles électriques, hydrauliques, etc. des éléments actifs ou passifs présent
dans sa structure.

D’autre part, la génération symbolique de certains ingrédients cinématiques
permet de simplifier 'implémentation de ces fonctions externes. En effet, celles-
ci regoivent des arguments spécifiques de telle sorte qu’elles ne doivent plus
contenir que les équations de calcul des efforts d’interaction. Nous avons illustré
ces interfaces pour le calcul de forces extérieures en présentant un modéle de
moto.

289
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Systémes bouclés

Dans le chapitre 2, nous avons montré comment nous produisons des mo-
déles d’état symboliques pour 'analyse dynamique des systémes dont la struc-
ture contient des boucles cinématiques et qui sont éventuellement soumis & des
contraintes externes.

Une technique de coupure est utilisée pour générer les équations de con-
traintes qui expriment des conditions de fermeture des boucles. La technique du
partitionnement des coordonnées est utilisée pour convertir ’ensemble d’équa-
tions différentielles algébriques en un systéme réduit d’équations purement dif-
férentielles.

D’une part nous proposons de résoudre les équations de contraintes & tous les
niveaux, & savoir en position, en vitesse et en accélération, ce qui garantit une
excellente précision des résultats de simulation en ce qui concerne le respect
des conditions de fermeture des boucles et une bonne stabilité du processus
d’intégration numérique.

La méthode itérative de Newton-Raphson est choisie pour résoudre les équa-
tions de contraintes non linéaires. Bien qu’il s’agisse d’une méthode numérique,
nous générons symboliquement toutes les expressions nécessaires 4 son exécu-
tion. Celles-ci font partie intégrante des équations récursives du modéle, bien
qu’elles puissent étre évaluées plusieurs fois de fagon itérative, lors de I'exécu-
tion du modéle.

En procédant & une factorisation bloc triangulaire de la matrice Jacobienne
des contraintes, nous pouvons résoudre les contraintes par petits groupes et ainsi
réaliser une économie de calculs par rapport & une application numérique clas-
sique de la méthode de Newton-Raphson. Nous nous approchons donc en cela
des caractéristiques d’une méthode de résolution analytique des contraintes telle
que celle présentée dans [45], sans toutefois étre limité au cas des contraintes
provenant uniquement des boucles cinématiques.

La résolution symbolique des dérivées premiéres et secondes des contraintes,
respectivement linéaires en les vitesses et les accélérations généralisées, corres-
pond & une résolution analytique et se base sur une factorisation LU de la
Jacobienne et une procédure d’élimination de Gauss. Ces opérations de réso-
lution et de factorisation sont effectuées de maniére symbolique. ROBOTRAN
a la capacité de traiter symboliquement plus d’une centaine d’équations de
contraintes.

D’autre part nous proposons de réduire ’ensemble des équations différen-
tielles algébriques de maniére & obtenir un systéme d’équations purement diffé-
rentielles, du systéme. L’approche symbolique constitue & nouveau ici un outil
précieux pour tirer profit de la structure creuse des matrices impliquées dans
la, procédure de réduction, ce qui permet de diminuer fortement le nombre
d’opérations par rapport & une implémentation numérique de cette procédure.

Finalement, les équations réduites sont résolues par factorisation LDLT de
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la matrice de masse réduite et application d’une procédure d’élimination de
Gauss, ce qui permet d’obtenir les accélérations généralisées, et ainsi le modéle
d’état du systéme. ROBOTRAN a la capacité de traiter symboliquement des
modéles de systémes qui ont plus d’une centaine de degrés de liberté.

Vectorisation

La génération des équations du mouvement sous forme symbolique permet
de mettre en évidence un taux de parallélisme trés important au niveau des
opérations arithmétiques, méme pour des systémes multicorps & topologie li-
néaire. Nous présentons dans le chapitre 3 une méthode qui permet d’extraire
ce parallélisme. Les équations récursives sont décomposées et aprés analyse des
inter dépendances des opérations, celles-ci sont triées au sein d’une liste. Elles
sont ensuite ordonnancées pour étre exécutées par un processeur possédant une
architecture appropriée.

L’analyse des équations récursives générées par ’approche symbolique contri-
bue a déterminer les caractéristiques requises au niveau de ’architecture du
processeur pour tirer un profit maximum du parallélisme & grain fin.

Des tests ont été effectués sur un prototype d’architecture synchronisée par
les données développée dans [59] et implémentée sur une carte multi FPGA [57].
Un modéle dynamique inverse de robot PUMA a pu étre distribué sur quatre
cellules de calcul contenant chacune une unité de multiplication et une unité
d’addition-soustraction en virgule flottante. Une réduction du temps de calcul
d’un facteur 3, par rapport a I’exécution sur une seule cellule, a été obtenu.

En utilisant des circuits de prototypage d’une capacité suffisante en terme
de portes logiques, et en appliquant cette méthode & des modéles de systémes
de grande taille, il devrait étre possible d’obtenir une réduction du temps de
calcul de plus d’un ordre de grandeur pour l’exécution de modéles générés
symboliquement sur base de formalismes récursifs qui ne sont pourtant pas
intrinséquement paralléles et ceci quelle que soit la topologie du systéme.

Parallélisation

Dans le chapitre 4, nous proposons une méthode de parallélisation qui per-
met, de découper automatiquement les modéles générés symboliquement en vue
de leur exécution sur un ordinateur paralléle classique. Le découpage des mo-
déles repose sur une analyse de la structure de la matrice Jacobienne des con-
traintes et sur ’analyse de la topologie du systéme. Ici, c’est essentiellement le
parallélisme topologique du systéme qui est exploité.

La séparation et la répartition des équations entre différentes taches relati-
vement indépendantes se base sur une technique de marquage des équations. Il
n’est dés lors pas nécessaire de recourir & une implémentation paralléle spéci-
fique du formalisme utilisé pour générer les équations.
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Une procédure de réduction du nombre de communications entre les dif-
férentes taches est appliquée afin d’augmenter lefficacité de l'exécution des
modéles en paralléle.

Des tests ont été effectués sur des ordinateurs multi processeurs & mémoire
partagée en utilisant le paradigme de programmation MPI. Le modéle dyna-
mique direct réduit d’une voiture Audi A6 a été découpé de facon automatique
et distribué sur quatre processeurs. Nous avons obtenu une réduction du temps
de calcul d’un facteur proche de 3, par rapport a I’exécution du modéle séquen-
tiel sur un seul processeur.

Notre méthode se révéle donc relativement efficace dans la mesure ou elle
fournit automatiquement des versions paralléles de modéles générés symboli-
quement en utilisant des formalismes qui ne sont pas intrinséquement paralléles.

2. Observations

Toutes les techniques élaborées dans ce travail reposent sur un pilier com-
mun qui est 'approche symbolique. Nous avons également choisi d’utiliser le
formalisme récursif Newton-Euler et la technique du partitionnement de coor-
données pour générer les modéles dynamiques des systémes multicorps.

Ces choix nous ont permis d’atteindre les objectifs que nous nous étions fixés
en terme de portabilité, de performance et de fiabilité des modéles. Toutefois
nous ne pouvons conclure ce travail sans porter un regard critique sur ces choix,
a posteriori.

Avantages

L’approche symbolique est manifestement un excellent choix pour produire
des modéles portables et efficaces.

Les routines de manipulation et de simplification symbolique implémentées
dans le logiciel ROBOTRAN permettent de réduire de fagon considérable le
nombre d’opérations & effectuer lors de I’évaluation des modéles. Pour le traite-
ment des forces extérieures appliquées au systéme, pour le traitement des équa-
tions de contraintes et surtout pour la réduction des équations du mouvement,
I’approche symbolique telle que nous I'implémentons ici offre des possibilités
incomparables & celles de I’approche purement numérique.

La combinaison de I'approche symbolique et de la technique du partitionne-
ment des coordonnées a permis de compenser le cott calcul important de cette
derniére. Nous obtenons dés lors des modéles réalistes et fiables qui présentent
des performances en terme de vitesse d’exécution largement compatibles avec
des contraintes temps réel, alors que généralement, les ingénieurs doivent utiliser
des modéles simplifiés, moins fidéles, pour satisfaire ces contraintes d’exécution
en temps réel[109].
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En nous intéressant & la parallélisation des équations du mouvement, nous
avons également réalisé que I’approche symbolique offrait des possibilités uniques.

Comment réaliser la vectorisation des équations si on n’en dispose pas sous
forme symbolique 7 La connaissance du graphe de dépendances des opérations
est la condition nécessaire a ’application de la méthode. Et seule cette méthode
permet d’extraire un taux de parallélisme aussi important dans le calcul des
modéles dynamiques de systémes multicorps.

De méme pour le découpage des modéles, la procédure d’analyse de la struc-
ture de la Jacobienne, la procédure de marquage et la répartition des équa-
tions en taches indépendantes reposent sur ’existence des équations sous forme
symbolique. Il est évidemment, impossible de distribuer un modéle généré par
I’approche numérique sans implémenter l’algorithme de génération de maniére
spécifique pour le calculer en paralléle. Or nous pouvons produire des versions
paralléles de modéles dynamiques de maniére automatique grace & la méthode
de génération symbolique.

Limitations

Il y a tout de méme quelques limitations aux choix que nous avons faits,
quelques conditions nécessaires pour que la combinaison se révéle gagnante.

Tout d’abord, comme nous ’avons déja montré dans le chapitre 2, la quan-
tité d’opérations présentes dans les modéles dynamiques peut étre trés variable
en fonction de la structure de la matrice Jacobienne. Or cette structure dépend
a la fois du partitionnement des coordonnées et de la maniére dont les boucles
cinématiques sont ouvertes par la technique des coupures.

Un mauvais partitionnement peut provoquer une augmentation de plus de
200% de la quantité de calculs dans certains cas. Naturellement, en renversant
la situation, nous pourrions affirmer fierement que notre approche permet en
fait de réduire la taille des modéles & moins de 50%.

Mais pour cela, il faudrait disposer d’une méthode permettant d’effectuer
automatiquement le bon partitionnement des coordonnées. Or cela nous semble
difficile a réaliser de maniére purement symbolique. Impossible 7 Probablement,
car on ne peut pas négliger les critéres de conditionnement numérique de la ma-
trice Jacobienne sous-jacents au partitionnement correct de celle-ci. Il faudrait
donc combiner les deux approches symbolique et numérique pour faire cela.

De fagon similaire, le choix et le placement des coupures conditionnent évi-
demment les possibilités de découplage au niveau de la résolution des con-
traintes. Or ces possibilités de découplage conditionnent non seulement le nombre
d’opérations du modéle mais aussi la parallélisation des modéles.

Ici non plus nous n’avons pas proposé de méthode automatique pour la
génération des équations de contraintes de fermeture des boucles. Celles-ci dé-
pendent des choix faits par lors de la description de la topologie du systéme.
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Cette limitation repose toutefois en partie sur les conventions de description
des systémes qui sont d’application pour I'usage de ROBOTRAN.

En ce qui concerne le choix du formalisme récursif de Newton-Euler, il est
bien connu que sa compétitivité n’est assurée pour la modélisation des systémes
complexes contenant un grand nombre de corps ou d’articulations que sous la
condition que les chaines cinématiques soient courtes. C’était toujours le cas
pour les systémes que nous avons traités, mais lorsque la structure du systéme
présente une majorité de chaines de plus d’une dizaine voire une quinzaine
d’articulations successives, les formalismes O(N) deviennent plus avantageux.

Nous n’avons néanmoins pas implémenté un tel formalisme récursif. Tou-
tefois, utilisation d’un formalisme O(N) tel que celui décrit dans [28] serait
tout & fait compatible avec les autres choix effectués dans ce travail, et offrirait
les mémes possibilités en termes de simplifications symboliques et méme de
parallélisation des modéles.

Enfin, la technique de vectorisation des équations, comme toutes les mé-
thodes de parallélisation & grain fin, nécessite impérativement une architecture
dédicacée qui présente une grande capacité de communication entre les nom-
breuses unités de calcul. La poursuite du développement et ’exploitation de
cette technique pour des applications réelles, un peu plus complexes que celle
envisagée dans ce travail, nécessiterait un systéme de prototypage un peu plus
convivial et surtout de grande capacité. Ce type de matériel commence néan-
moins & apparaitre sur le marché.

Finalement, la parallélisation des modéles est évidemment limitée par le
parallélisme topologique de la structure des systémes. En effet, 'utilisation de
formalismes récursifs intrinséquement non paralléles, ne permet pas de distri-
buer les modéles sur un nombre de processeurs croissant en fonction de la
complexité des systémes.

3. Perspectives

Dans ce travail de recherche, nous avons effectué des choix afin d’atteindre
une série d’objectifs que nous nous étions fixés au départ. Nous sommes satis-
faits d’avoir atteint ces objectifs, mais notre travail d’investigation nous en a
révélés d’autres.

Parmi ces nouvelles perspectives de recherche, certaines sont liées aux limi-
tations rencontrées.

e D’une part au niveau du traitement des boucles cinématiques, I’automa-
tisation de la procédure de coupure pourrait apporter une simplification
de T'utilisation du logiciel. Cela impliquerait par exemple d’implémenter
les techniques qui sont présentées dans [46] et [45] pour le traitement des
boucles cinématiques et la résolution analytique des équations de con-
traintes de fermeture de ces boucles. L’ensemble des coupures disponibles
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devrait également étre étendu, au minimum, au cas des articulations pris-
matiques et rotoides.

e D’autre part, ’élaboration d’une procédure de partitionnement des co-
ordonnées automatique et fiable alliant les critéres numériques et sym-
boliques constituerait un apport important étant donné l'influence du
partitionnement sur la taille des modéles et les possibilités de parallélisa-
tion.

Le transfert de I'expérience acquise au niveau des choix de représentation des
systémes complexes et du partitionnement des coordonnées dans le logiciel RO-
BOTRAN permettrait de fournir une garantie d’obtenir systématiquement le
modéle le plus performant.

D’autres perspectives, correspondent & ’élargissement de la gamme d’ap-

plications visées.

e Il nous semblerait intéressant d’'implémenter d’autres formalismes tels que
les formalismes O(N) récursifs présenté dans [28] ou ainsi que ceux qui
sont particuliérement adaptés au calcul paralléle présentés dans [34] et
[31], afin de vérifier I'intérét de nos choix et de 'approche symbolique en
particulier, dans d’autres contextes.

e La plupart des systémes réels contiennent des corps flexibles. Nos déve-
loppements ne concernaient toutefois que les systémes constitués de corps
rigides. Or des formalismes récursifs sont implantés dans ROBOTRAN
pour la génération symbolique de modéles de systémes dont la structure
contient des poutres flexibles [102]. Ils serait donc intéressant de combiner
ces formalismes avec notre approche pour la modélisation des systémes
contenant des boucles cinématiques et des éléments flexibles. Le nombre
d’équations nécessaires & la modélisation des corps flexibles est nettement
plus élevé que pour celle des corps rigides. Cette augmentation de la taille
des modéles devrait avoir un effet favorable sur efficacité de leur calcul
en paralléle.

e Le logiciel ROBOTRAN ne supporte actuellement que des articulations
élémentaires de type rotoide ou prismatique, qui peuvent étre combinées
pour modéliser des articulations & plusieurs degrés de liberté. Or il est
bien connu que la description de l'orientation de corps possédant trois
degrés de liberté de rotation par composition de rotations élémentaires
successives peut conduire & des problémes de singularité mathématique.
La solution consiste & utiliser une articulation sphérique basée sur les
quaternions, un ensemble de quatre paramétres soumis & une contrainte,
pour représenter de facon univoque 'orientation d’un corps libre de I’es-
pace. Notre approche a permis de montrer qu’il est possible de gérer de
maniére symbolique les modéles d’un systéme dont les coordonnées sont
soumises & des contraintes.

Finalement, au dela des ces perspectives scientifiques, une des plus moti-
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vantes est probablement celle d’établir un réseau de contact avec des partenaires
industriels en vue de valoriser I’expérience acquise dans le domaine de la mo-
délisation et de l'analyse des systémes multicorps au cours de ce travail de
recherche et de développement du logiciel ROBOTRAN.
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